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Rekursion

• Lateinisch: recurrere

1. rekursiv = (zu
bekannten Werten)
zurückgehend

“Deutscher Wortschatz”,
U. Leipzig

Rekursion
Rückführung eines Problems auf ein einfacheres Problem

• Selbsbezüglichkeit: rekursive Problemstellungen,
Algorithmen, Definitionen, Datenstrukturen . . .
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Rekursion

• Lateinisch: recurrere

1. rekursiv = (zu
bekannten Werten)
zurückgehend

“Deutscher Wortschatz”,
U. Leipzig

Rekursion
Rückführung eines Problems auf ein (einfachere) Version
seiner selbst

• Selbsbezüglichkeit: rekursive Problemstellungen,
Algorithmen, Definitionen, Datenstrukturen . . .
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Multiplikation

Aus der Grundschule: a× b

“a mal b” bedeutet: addiere b zu sich selbst und zwar a-fach.

a× b = b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a≥0

Example (4× 3)

3
plus 3 gibt 6,
plus 3 gibt 9,
plus 3 gibt 12, und fertig.
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Multiplikation

Aus der Grundschule: a× b

“a mal b” bedeutet: addiere b zu sich selbst und zwar a-fach.

a× b = 0 + b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a≥0

Example (4× 3)

3
plus 3 gibt 6,
plus 3 gibt 9,
plus 3 gibt 12, und fertig.
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Multiplikation

Aus der Grundschule: a× b

“a mal b” bedeutet: addiere b zu sich selbst und zwar a-fach.

a× b = 0 + b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a≥0

=
a∑

i=1
b

Example (4× 3)

3
plus 3 gibt 6,
plus 3 gibt 9,
plus 3 gibt 12, und fertig.



Als statische Methode

pub l i c c l a s s T ime s i t e r {
pub l i c s t a t i c long t imes_i te r ( i n t a , i n t b ) {

i n t r = 0 ;
f o r ( i n t i = 1 ; i<= a ; i++) {

r = r + b ;
} ;
re tu rn r ;

}

pub l i c s t a t i c vo id main ( S t r i n g a r g s [ ] ) {
System . out . p r i n t l n ( t imes_ i te r (4 , 3 ) ) ;

}
}



Als statische Methode

pub l i c c l a s s T ime s i t e r {
pub l i c s t a t i c long t imes_i te r ( i n t a , i n t b ) {

i n t r = 0 ;
f o r ( i n t i = 1 ; i<= a ; i++) {

r = r + b ;
} ;
re tu rn r ;

}

pub l i c s t a t i c vo id main ( S t r i n g a r g s [ ] ) {
System . out . p r i n t l n ( t imes_ i te r (4 , 3 ) ) ;

}
}



Als statische Methode (2)

public static long t imes_iter(int a, int b) {
int r = 0;
for (int i = 1; i<= a;i++) {

r = plus(r,b);
};
return r;

}
public static int plus(int x, int y) {

return x + y;}



Der Blick auf Wesentliche

t imes_iter(a, b) {
int r = 0;
for (i = 1; i<= a;i++) {

r = plus(r,b); };
return r;

}

plus(x, y) { return x + y;}

a × b = 0 + b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a≥0

=
a∑

i=1
b
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Multiplikation: ein weiteres Mal

a × b = 0 + b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a≥0

=
a∑

i=1
b

Selbstbezügliche Definition (= rekursiv)
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Multiplikation: ein weiteres Mal

a × b = b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a−1 “mal” b

= b + ((a− 1) × b)

Selbstbezügliche Definition (= rekursiv)

Multiplikation berechnet unter Zuhilfenahme von
Multiplikation (und Addition)
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Multiplikation: ein weiteres Mal

a × b = b + b + . . . + b︸ ︷︷ ︸
a−1 “mal” b

= b + ((a− 1) × b)

Selbstbezügliche Definition (= rekursiv)

Multiplikation von a× b berechnet unter Zuhilfenahme von
Multiplikation von a− 1× b (und Addition)
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In Java

p u b l i c s t a t i c l ong t imes ( i n t a , i n t b ) {
i f ( a == 0) {

r e t u r n 0 ;
} e l s e {

r e t u r n b + t imes ( a−1, b ) ;
}

}
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In Java

t imes ( a , b ) {
i f ( a == 0) {

r e t u r n 0 ;
} e l s e {

r e t u r n b + t imes ( a−1, b ) ;
}

}

a × b = b + ((a− 1) × b)
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In Java

t imes ( a , b ) {
i f ( a == 0) {

r e t u r n 0 ;
} e l s e {

r e t u r n b + t imes ( a−1, b ) ;
}

}

a × b ⇐ b + ((a− 1) × b)
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Und für negative Zahlen?

p u b l i c s t a t i c l ong t imes ( i n t a , i n t b ) {
i f ( a >= 0) {

i f ( a == 0) {
r e t u r n 0 ;

} e l s e {
r e t u r n b + t imes ( a−1, b ) ;

}
} e l s e {

r e t u r n − ( t imes (−a , b ) ) ;
}

}
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Zum Mitschreiben

Rekursion
Eine rekursive Methode ist definiert mittels ihrer selbst.

“Vernünftige Rekursion” (= Terminierung)

Zur Lösung eines Problems:
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Zum Mitschreiben

Rekursion
Eine rekursive Methode ist definiert mittels ihrer selbst.

“Vernünftige Rekursion” (= Terminierung)

Zur Lösung eines Problems:

1. Definiere eine Methode mittels einer Anwendung ihrer
selbst auf eine “einfachere” Version des Problems

2. und: es gibt ein einfachstes Problem, welches direkt (=
ohne weitere Rekursion) lösbar ist, sodaß die Rekursion
“den Ausstieg findet”.
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Zum Mitschreiben

Rekursion
Eine rekursive Methode ist definiert mittels ihrer selbst.

“Vernünftige Rekursion” (= Terminierung)

Zur Lösung eines Problems:

1. Definiere eine Methode mittels einer Anwendung ihrer
selbst auf eine “einfachere” Versionen des Problems

2. und: es gibt ein einfachste Probleme, welches direkt (=
ohne weitere Rekursion) lösbar ist sind, sodaß die
Rekursion “den Ausstieg findet”.
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Fakultät

Iterativ: “1 mal 2 mal 3 usw. bis n”

n! = 1× 2× . . .× (n− 1)× n =
n∏

i=1
i
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Fakultät

Iterativ: “1 mal 2 mal 3 usw. bis n”

n! = 1× 2× . . .× (n− 1)× n =
n∏

i=1
i

f a c t o r i a l_ i t e r(n) {
long result = 1;
for (i = 1; i<= n;i++) {

result = result * i;
};
return result;
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Das Ganze nochmal rekursiv

n! = n× (n− 1)× . . .× 2× 1
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Das Ganze nochmal rekursiv

n! = n× (n− 1)× . . .× 2× 1︸ ︷︷ ︸
(n−1)!

f a c t o r i a l(n) {
if (n == 1) return 1;
return n * f a c t o r i a l(n-1);

}



Zum Vergleich

f a c t o r i a l _ i t e r ( n ) {
l ong r e s u l t = 1 ;
f o r ( i = 1 ; i<= n ; i++) {

r e s u l t = r e s u l t ∗ i ;
} ;
r e t u r n r e s u l t ;

}

• Variable result Schritt
für Schritt (= iterativ)
aktualisiert

f a c t o r i a l ( n ) {
i f ( n == 1) r e t u r n 1 ;
r e t u r n n ∗ f a c t o r i a l (n−1);

}

• Variable result lokal
im Methodenrumpf

• genau ein Wert pro
Aufruf



Zum Vergleich

f a c t o r i a l _ i t e r ( n ) {
l ong r e s u l t = 1 ;
f o r ( i = 1 ; i<= n ; i++) {

r e s u l t = r e s u l t ∗ i ;
} ;
r e t u r n r e s u l t ;

}

• Variable result Schritt
für Schritt (= iterativ)
aktualisiert

f a c t o r i a l ( n ) {
l ong r e s u l t ;
i f ( n == 1) { r e s u l t = 1 ; }
e l s e {

r e s u l t = n ∗ f a c t o r i a l (n−1);
} ;
r e t u r n r e s u l t ;

}

• Variable result lokal
im Methodenrumpf

• genau ein Wert pro
Aufruf
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fac(5)
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5× fac(4)

4× fac(3)

3× fac(2)

2× fac(1)

1
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fac(5)

5× fac(4)

4× fac(3)

3× fac(2)

2× 1
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fac(5)

5× fac(4)

4× 6
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Zur Laufzeit

120
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Aufrufer und Aufgerufener

caller callee

call

return
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Lebenszeit lokaler Variabler

! × !5 !4 !3 !2 !1 !0



Laufzeitstapel

fac(5)

5× fac(4)

4× fac(3)

3× fac(2)

2× fac(1)

1

f a c t o r i a l ( n ) {
l ong r e s u l t ;
i f ( n == 1) { r e s u l t = 1 ; }
e l s e {

r e s u l t = n ∗ f a c t o r i a l (n−1);
} ;
r e t u r n r e s u l t ;

}

• n!: bis zu n + 1 (hier 6) Inkarnationen von result
• Allokierung/Deallokierung: LIFO ⇒ Laufzeitstapel
• dynamische Speicherverwaltung
• Engl: runtime stack
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Leonardo da Pisa
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Dar Karnickelproblem

1. Ein Kaninchen wird in einem Monat erwachsen
2. jedes erwachsene Kaninchenpaar bringt jeden Monat ein

Kaninchenpaar zur Welt

Frage
Startet man mit einem Paar, wieviele Paare hat man nach n
Monaten
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Fibonaccis Lösung

Monat Kaninchenpaare
neugeboren erwachsen gesamt

0 1 0 1
1 0 1 1
2 1 1 2
3 1 2 3
4 2 3 5
5 3 5 8

...
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Fibonaccis Lösung

Monat Kaninchenpaare
neugeboren erwachsen gesamt

0 1 0 1
1 0 1 1
2 1 1 2
3 1 2 3
4 2 3 5
5 3 5 8

...

fn =
{

1 falls n = 0 oder n = 1
fn−1 + fn−2 ansonsten
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In Java

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n ) {
i f ( n == 0) r e t u r n 1 ; // B a s i s f a l l
i f ( n == 1) r e t u r n 1 ; // B a s i s f a l l
r e t u r n

f i b o n a c c i (n−1) + f i b o n a c c i (n−2); // I n d u k t i o n s f a l l
}
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Aufrufe

f(5)

f(4)

f(3)

f(2)

f(1) f(0)

f(1)

f(2)

f(1) f(0)

f(3)

f(2)

f(1) f(0)

f(1)
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Aufrufe

f(5)

f(4)

f(3)

f(2)

f(1) f(0)

f(1)

f(2)

f(1) f(0)

f(3)

f(2)

f(1) f(0)

f(1)
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Am Rande . . .

Baum = rek. Datenstruktur
Baumknoten =

• Knoten ohne Kinder (“Blatt”),
oder

• mit n (hier 2) Baumknoten als
Kinder
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Bäume

p u b l i c c l a s s TreeO {
p r i v a t e TreeO l e f t , r i g h t = n u l l ;
p r i v a t e Object data ;

in der Praxis: Baum-Datenstruktur meist komplexer
• Liste von Kindern/Unterbäumen
• anstelle Object: “generics”
• weitere Methoden, Konstruktoren, Zeiger
• vermeide null-Zeiger
• Interfaces
• . . .
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Das geht noch effizienter

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n , i n t a , i n t b ) {
i f ( n == 0) r e t u r n b ; // l e t ' s s t a r t w i th 1
r e t u r n f i b o n a c c i (n−1,b , a+b ) ;

}

• a = “neugeboren”, b = “erwachsen”
• Aufruf mit fibonacci(n, 0, 1)
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Lebenszeit lokaler Variabler

Fak. iterativ

! ×

Fak. rekursiv
!5 !4 !3 !2 !1 !0

Fib. rekursiv
f(5, 0, 1)

f(4, 1, 1)

f(3, 1, 2)

f(2, 2, 3)

f(1, 3, 5)

f(0, 5, 8)

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n , i n t a , i n t b ) {
i f ( n == 0) r e t u r n b ; // l e t ' s s t a r t w i th 1
r e t u r n f i b o n a c c i (n−1,b , a+b ) ;

}
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Endrekursion

f(5, 0, 1)

f(4, 1, 1)

f(3, 1, 2)

f(2, 2, 3)

f(1, 3, 5)

f(0, 5, 8)

• Engl: tail recursion
• rekursiver Aufruf: das Letzte

im Methodenrumpf

• eigentlich:
• Stack tut nicht Not . . .
• iterativ-rekursiv

• oft: Compileroptimierung
(nicht in Java, aber auf der
Todo-Liste)

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n , i n t a , i n t b ) {
i f ( n == 0) r e t u r n b ; // l e t ' s s t a r t w i th 1
r e t u r n f i b o n a c c i (n−1,b , a+b ) ;

}
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Endrekursion

f(5, 0, 1)

f(4, 1, 1)

f(3, 1, 2)

f(2, 2, 3)

f(1, 3, 5)

f(0, 5, 8)

• Engl: tail recursion
• rekursiver Aufruf: das Letzte

im Methodenrumpf
• eigentlich:

• Stack tut nicht Not . . .
• iterativ-rekursiv

• oft: Compileroptimierung
(nicht in Java, aber auf der
Todo-Liste)

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n , i n t a , i n t b ) {
i f ( n == 0) r e t u r n b ; // l e t ' s s t a r t w i th 1
r e t u r n f i b o n a c c i (n−1,b , a+b ) ;

}
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“Endrekursive” Aufrufe?

p u b l i c s t a t i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n , i n t a , i n t b ) {
i f ( n != 0) r e t u r n f i b o n a c c i (n−1,b , a+b ) ;
r e t u r n b ;

}

p u b l i c s t a t i c l ong f a c t o r i a l ( i n t n ) {
i f ( n == 1) r e t u r n 1 ;
r e t u r n n ∗ f a c t o r i a l (n−1);

}
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Rekursion vs. Iteration
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Rekursion vs. Iteration

• Rekursion vs. Iteration: im Prinzip gleich
ausdrucksstark

•
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Rekursion, nur etwas für
“Zahlentheoretiker”?

Git: Mergen
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Rekursion, nur etwas für
“Zahlentheoretiker”?

Internet DNS

https://dyn.com/blog/recursive-dns-how-does-it-work/
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Rekursion, nur etwas für
“Zahlentheoretiker”?

der Millionen-Raub mittels Rekursion1

1in virtuellem Geld (Ether “blockchain”) und nur zeitweise.

http://vessenes.com/deconstructing-thedao-attack-a-brief-code-tour/
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=0
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=1
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=2
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=3
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Suche

Ziel

• Input: Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=4
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Das geht noch besser: Binäre Suche

Ziel

• Input: sortiertes Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91
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Das geht noch besser: Binäre Suche

Ziel

• Input: sortiertes Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=7



Martin Steffen

Rekursion
Einleitung

Multiplikation

Rekursion & Iteration

Fibonacci

Binäre Suche

Abschließend

0-34

Das geht noch besser: Binäre Suche

Ziel

• Input: sortiertes Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=3
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Das geht noch besser: Binäre Suche

Ziel

• Input: sortiertes Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=5
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Das geht noch besser: Binäre Suche

Ziel

• Input: sortiertes Integer-Array + Zahl
• Output: Falls die Zahl im array ist: Index wo

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

i=4
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Rekursiver Ansatz

Teile & Herrsche: Suche nach elem

• Schlag’ nach in der Mitte des Arrays
• falls gleich elem ⇒ fertig
• falls kleiner as als elem ⇒ suche rekursiv in der

rechten Hälfte
• falls größer as als elem ⇒ suche rekursiv in der linken

Hälfte



In Java
s t a t i c i n t sea rch ( i n t elem , i n t [ ] a , i n t low , i n t h igh ) {

System . out . p r i n t l n ( low ) ;
System . out . p r i n t l n ( h igh ) ;
i f ( low == high ) {

i f ( elem == a [ low ] ) {
r e t u r n low ;

} e l s e {
r e t u r n −1;

}
} e l s e { // low 6= h igh

i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem < a [m] ) {

r e t u r n sea rch ( elem , a , low , m−1);
} e l s e {

r e t u r n sea rch ( elem , a , m+1, h igh ) ;

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

low highm
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i f ( e lem < a [m] ) {
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} e l s e {
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In Java
s t a t i c i n t sea rch ( i n t elem , i n t [ ] a , i n t low , i n t h igh ) {

System . out . p r i n t l n ( low ) ;
System . out . p r i n t l n ( h igh ) ;
i f ( low == high ) {

i f ( elem == a [ low ] ) {
r e t u r n low ;

} e l s e {
r e t u r n −1;

}
} e l s e { // low 6= h igh

i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem < a [m] ) {

r e t u r n sea rch ( elem , a , low , m−1);
} e l s e {

r e t u r n sea rch ( elem , a , m+1, h igh ) ;

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

low highm
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“Korrektheit”
Argument

1. Die “teile-und-herrsche” Idee scheint einleuchtend
2. Terminierung

• jeder rekursive Aufruf macht das Problem echt kleiner
(Induktionsfall)

• es gibt ein kleinstes Problem (Basisfall)

• leider nur scheinbar . . .
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“Korrektheit”

Argument

1. Die “teile-und-herrsche” Idee scheint einleuchtend
2. Terminierung

• jeder rekursive Aufruf macht das Problem echt kleiner
(Induktionsfall)

• es gibt ein kleinstes Problem (Basisfall)
• leider nur scheinbar . . .



Auf den zweiten Blick . . .

s t a t i c i n t sea rch ( i n t elem , i n t [ ] a , i n t low , i n t h igh ) {
i f ( low > h igh ) r e t u r n −1; // empty
i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem == a [m] ) r e t u r n m;
i f ( e lem < a [m] ) {

r e t u r n sea rch ( elem , a , low , m−1);
} e l s e {

r e t u r n sea rch ( elem , a , m+1, h igh ) ;
}

}

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

low highm



Auf den zweiten Blick . . .

s t a t i c i n t sea rch ( i n t elem , i n t [ ] a , i n t low , i n t h igh ) {
i f ( low > h igh ) r e t u r n −1; // empty
i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem == a [m] ) r e t u r n m;
i f ( e lem < a [m] ) {

r e t u r n sea rch ( elem , a , low , m−1);
} e l s e {

r e t u r n sea rch ( elem , a , m+1, h igh ) ;
}

}

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

low highm



Auf den zweiten Blick . . .

s t a t i c i n t sea rch ( i n t elem , i n t [ ] a , i n t low , i n t h igh ) {
i f ( low > h igh ) r e t u r n −1; // empty
i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem == a [m] ) r e t u r n m;
i f ( e lem < a [m] ) {

r e t u r n sea rch ( elem , a , low , m−1);
} e l s e {

r e t u r n sea rch ( elem , a , m+1, h igh ) ;
}

}

3 12 21 23 42 48 50 55 57 60 62 67 75 79 89 91

low highm



Auf den zweiten Blick . . .
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i f ( low > h igh ) r e t u r n −1; // empty
i n t m = ( low + h igh ) / 2 ;
i f ( e lem == a [m] ) r e t u r n m;
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low highm
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The bug that “fixed itself”

whi le ( days > 365) {
i f ( I sLeapYea r ( y ea r ) ) {

i f ( days > 366) {
days −= 366 ;
y ea r += 1 ;

}
} e l s e {

days −= 365 ;
y ea r += 1 ;

}
}
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Vielleicht nur ein Anfängerfehler . . . ?
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Und die Moral . . .

• Finger weg von Rekursion?
• Basisfälle (und Spezialfälle) besonders fehleranfällig

(“one-off” Fehler)
• funktioniert in den allermeisten Fällen 6= korrekt

“Program testing can be
used to show the presence
of bugs, but never to show
their absence”

Dijkstra 1970, p. 7

• ultimativ: sorgfältiges Argumentieren
(“Korrektheitsbeweis”) angesagt.
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Ausblick

• in-direkte Rekursion (“call-backs”)
• Induktion & Rekursion
• Induktive/Rekursive Datenstrukturen und

korrespondierende Algorithmen (z.B. Bäume).
• Komplexität
• . . .
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Kudos

Die Folien wurden mit

• gnu emacs org-mode (“gnu’s not Unix”)
• LATEX, und
• TikZ (“TikZ ist kein Zeichenprogram” )

erstellt.
Das “Design” verdankt Inspiration den elaborierten
Style-files der Uni Lübeck (M. Leucker, V. Stolz).

http://orgmode.org/
https://www.latex-project.org//
http://www.texample.net/tikz/examples/
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Quellen

Das meiste ist “Allgemeinwissen” und die Vorlesung basiert
auf keinem speziellen Buch oder Quelle. Ähnliche Beispiele
finden sich in praktisch allen Einführungen in Java oder auch
in andere Programmiersprachen. Bilder, sofern nicht
selbstgemachte Grafiken, sind ebenso aus “schöpferischem
Gemeingut” (creative commons). Spezielle Internetfunde
sind klickbar mit eingebetteten Links.
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