
Vollst�andigkeitsnachweis einesBeweissystemsf�ur Hennessy-Milner-Logik mitRekursion
Diplomarbeit im Fach Informatikvorgelegt vonMichael Siegel und Martin Ste�engeboren am 2.5.1964 geboren am 6.6.1965in Heide in Bad HonnefAngefertigt amLehrstuhl f�ur Informatik VIIRechnerarchitektur und VerkehrstheorieInstitut f�ur Mathematische Maschinen und DatenverarbeitungFriedrich-Alexander-Universit�at Erlangen-N�urnbergBetreut vonNorbert G�otzBegonnen am 1. November 1991Abgegeben am 31. M�arz 1992



Wir versichern, da� wir diese Arbeit ohne fremde Hilfe und ohne Benutzung anderer alsder angegebenen Quellen angefertigt haben und da� die Arbeit in gleicher oder �ahnlicherForm noch keiner anderen Pr�ufungsbeh�orde vorgelegen hat und von dieser als Teil einerPr�ufungsleistung angenommen wurde. Alle Ausf�uhrungen, die w�ortlich oder sinngem�a��ubernommen wurden, sind als solche gekennzeichnet.Erlangen, den 31. M�arz 1992



DanksagungWir bedanken uns bei allen Mitgliedern des Dienstagsclubs, insbesondere bei unseremBetreuer Norbert G�otz f�ur die st�andige Unterst�utzung und bei Terry Stroup f�ur dieHinf�uhrung zu dieser Arbeit. Dar�uberhinaus m�ochten wir uns auch bei Colin Stirling,Wolfgang Degen sowie bei Michaela Huhn und Peter Niebert f�ur ihre Ratschl�age und Kri-tik bedanken.





Inhaltsverzeichnis1 Einf�uhrung und Grundlagen 31.1 Schrittweise Verfeinerung und Veri�kation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Proze�systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion 92.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Hennessy-Milner-Logik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.3 Erweiterung um Rekursion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 Model-Checking 253.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.2 Der Model-Checker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.3 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304 Beweissystem f�ur �HML 334.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.2 Das Beweissystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.3 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405 Die Korrektheit und Vollst�andigkeit 455.1 Die Korrektheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455.2 Die Vollst�andigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 516 Ausblick 63
1



2 INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1Einf�uhrung und GrundlagenHennessy-Milner-Logik mit Rekursion (im weiteren �HML) ist eine sehr ausdrucksstarketemporale Logik, die seit einigen Jahren f�ur die Spezi�kation verteilter Systeme eingesetztwird. Um aus einer �HML-Spezi�kation eine nachweislich korrekte Implementierung gem�a�der Methode der schrittweisen Verfeinerung entwickeln zu k�onnen, ben�otigt man ein Be-weissystem, mit dem man zeigen kann,da� eine verfeinerte Spezi�kation die urspr�unglicheSpezi�kation erf�ullt. In unserer Arbeit konstruieren wir ein Gentzen-System f�ur �HML,mit dem man zielgerichtet diese Beweise f�uhren kann und modi�zieren es anschlie�end, ume�zienter beweisen zu k�onnen.In diesem Abschnitt pr�azisieren wir unsere Vorstellung von schrittweiser Verfeinerungund schrittweiser Veri�kation und stellen die verteilten Proze�systeme vor, die uns alsImplementierungen dienen.1.1 Schrittweise Verfeinerung und Veri�kationEs gibt prinzipiell zwei Vorgehensweisen, um aus einer anf�anglichen Spezi�kation eine Im-plementierung zu entwickeln: die \Ein-Schritt-Methode" und die \Methode der Schrittwei-sen Verfeinerung". Bei der Ein-Schritt-Methode konstruiert man die Implementierung ineinem Entwicklungsschritt aus der Anforderungsspezi�kation. Die zugeh�orige Ein-Schritt-Veri�kation ist dann der direkte Beweis, da� die Implementierung korrekt bez�uglich dieserSpezi�kation ist.Bei der Methode der Schrittweisen Verfeinerung ist die Idee, durch viele kleineImplementierungs- und Veri�zierungsschritte aus einer abstrakten Anforderungsspezi�kati-on (SP0) �uber korrekte Zwischenspezi�kationen (SPi) ein ausf�uhrbares Programm (Impl)zu erzeugen. Bei diesem Vorgehen legt jeder Verfeinerungsschritt weitere Implementie-rungsdetails des sp�ateren Programms fest. Der Programmentwurf sieht schematisch dannfolgenderma�en aus:SP0 ���> SP1 ���> : : : : : : ���> SPn ���> ImplDie Verfeinerungsrelation ���> zwischen Spezi�kationen de�nieren wir modelltheoretischals Modellinklusion. Das bedeutet, eine Spezi�kation SPi+1 verfeinert die Spezi�kation3



4 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGENSPi, wenn die durch [[ SPi+1 ]] bezeichnete Modellmenge von SPi+1 eine Teilmenge von[[ SPi ]] ist; ein Proze� erf�ullt eine Spezi�kation, wenn er in der Modellmenge der Spezi�ka-tion liegt.So, wie man den Implementierungsproze� hierbei in kleine St�ucke zerlegt, unterteiltman auch den Korrektheitsbeweis von Impl bez�uglich SP0 in kleine Teilbeweise:SP0 (= SP1 (= : : : : : :(= SPn (= ImplDabei steht SPi (= SPi+1 f�ur den Beweis, da� SPi+1 die Spezi�kation SPi verfeinert.Kann man die Korrektheit jedes Verfeinerungsschrittes zeigen, so hat man die Korrekt-heit von Impl bez�uglich SP0 gezeigt, da die Verfeinerungsrelation transitiv ist. DieseImplementierungs- und Veri�kations-Methodik liegt im weiteren unserer Arbeit zugrun-de. F�ur das geschilderte Vorgehen ben�otigt man im wesentlichen drei Dinge:1. eine Menge von Modellen, die die m�oglichen Implementierungen darstellen,2. eine formale Spezi�kationssprache zur Beschreibung von Eigenschaften dieser Modelleund3. ein Beweissystem, mit dem man die Korrektheit der einzelnen Verfeinerungsschrittezeigen kann.1.2 Proze�systemeDie konkreten Modelle, die Spezi�kationssprache und die Beweissysteme, die wir in unsererArbeit benutzen bzw. konstruieren werden, erl�autern wir in den n�achsten drei Abschnitten.Die ModelleDie Systeme, die wir im Laufe einer Programmentwicklung erzeugen wollen, bestehen auseiner Anzahl von Prozessen, die miteinander und mit ihrer Umwelt kommunizieren. DieseProzesse bezeichnen wir mit p,q,r. . . . Durch Ausf�uhren von Aktionen, bezeichnet durcha,b,c. . . aus einem gegebenen Aktionsalphabet, kann ein Proze� zu einem neuen Proze� miteinem anderen Verhalten werden. Solche �Uberg�ange beschreibt man durch eine �Ubergangs-relation p a�! q: der Proze� p kann durch Ausf�uhren der Aktion a in den Proze� q �uber-gehen. Das Verhalten eines Prozesses ergibt sich somit aus seinen m�oglichen �Uberg�angenzu anderen Prozessen und dem Verhalten dieser Prozesse.Die eigentlichen semantischen Modelle sind jetzt Strukturen, die solch ein Proze�ver-halten beschreiben. Wir haben f�ur unsere Arbeit Transitionssysteme [Plo81] gew�ahlt. EinTransitionssystem T=( P, f a�!, a 2 Act g) ist dabei gegeben durch eine ZustandsmengeP und Zustands�uberg�ange a�! zwischen den Zust�anden. Das Verhalten eines Prozesseswird durch einen Zustand und dem von diesem sog. Anfangszustand aus erreichbarenTransitionssystem modelliert. Bei bekanntem Transitionssystem ist dann das Verhalten



1.2. PROZESSSYSTEME 5des Prozesses eindeutig durch diesen Zustand festgelegt. Deswegen verwenden wir im fol-genden diese beiden Begri�e \Proze�" und \Zustand im Transitionssystem\' synonym undmeinen mit letzterem das von diesem Zustand aus erreichbare Transitionssystem. DieZustandsmenge P eines gegebenen Transitionssystems entspricht in dieser Sichtweise alsogleichzeitig einer Menge von Prozessen.Je nachdem, an welchen Proze�eigenschaften man interessiert ist, de�niert man eineVerhaltens�aquivalenz, die festlegt, wann zwei Prozesse dasselbe Verhalten zeigen. Eineweit verbreitete �Aquivalenz ist die Bisimulations- �Aquivalenz [Par81], die folgenderma�enauf Transitionssystemen de�niert ist:De�nition 1.1 (starke Bisimulation) Gegeben sei ein Aktionsalphabet Actsowie zwei Transitionssysteme T1 = (P1; f a�!; a 2 Act g) und T2 = (P2; f a�!; a 2 Act g).Eine bin�are Relation R � P1 � P2 ist eine starke Bisimulation, wenn f�ur alle (p,q) 2 Rgilt: 1: wenn p a�!p0; dann gibt es ein q0 mit q a�!q0 und (p0;q0) 2 R;2: wenn q a�!q0; dann gibt es ein p' mit p a�!p0 und (p0;q0) 2 R:Zwei Prozesse hei�en stark bisimulations�aquivalent, wenn eine starke Bisimulation R zwi-schen ihnen existiert.Man spricht hier von starker Bisimulation, weil alle Aktionen der Prozesse nach au�enhin sichtbar sind. Diese Annahme werden wir stets machen, wenn von Zustands�uberg�angendie Rede ist.Somit haben wir jetzt festgelegt, was wir als Implementierungen betrachten wollen. Wieman nun Eigenschaften solcher Transitionssysteme beschreibt, erl�autern wir im n�achstenAbschnitt.Der Spezi�kationsformalismusF�ur die Methode der schrittweisen Verfeinerung ben�otigen wir als n�achstes einen geeignetenSpezi�kationsformalismus, um auf abstrakter Ebene Eigenschaften von Transitionssyste-men formulieren zu k�onnen. Geeignet bedeutet hierbei, da� der Formalismus ein m�oglichstguter Kompromi� bez�uglich der folgenden Kriterien ist:1. ausdrucksstark: der Formalismus sollte m�oglichst ausdrucksstark sein, um diegew�unschten Eigenschaften der Prozesse pr�azise formulieren zu k�onnen,2. ad�aquat und expressiv: er mu� mit der zugrundegelegten Verhaltens�aquivalenz zwi-schen Prozessen vertr�aglich sein; das bedeutet einerseits, da� man keine Eigenschaftformulieren kann, die zwei verhaltens�aquivalente Modelle voneinander unterscheidet(Ad�aquatheit), da� andererseits jedoch stets Eigenschaften formulierbar sind, die zweinicht-�aquivalente Modelle voneinander unterscheiden (Expressivit�at). Diese Begri�ewurden von Pnueli in [Pnu85] vorgeschlagen.



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGEN3. veri�zierbar: die Verfeinerungsrelation und der Formalismus sollten so gew�ahlt sein,da� man die Verfeinerungsschritte auf ihre Korrektheit �uberpr�ufen kann.Gem�a� dieser Kriterien haben wir uns f�ur Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion ent-schieden. Diese Logik ist eine Erweiterung der multi-modalen Hennessy-Milner-Logik, dieMatthew Hennessy und Robin Milner in [HM85] f�ur eine alternative Charakterisierung derBisimulation benutzt haben. Sie wird seit einigen Jahren auch f�ur die Spezi�kation vonverteilten Systemen benutzt.Durch die Erweiterung um Rekursion wird aus der ausdrucksschwachen modalen LogikHML eine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Die �ublichen Modelle temporaler Lo-giken sind Kripke-Strukturen, eine Verallgemeinerung von Transitionssystemen. So kannman einer �HML-Formel sehr nat�urlich eine Menge von Prozessen (= Zust�ande in einemTransitionssystem) als formale Semantik zuordnen.Somit haben wir jetzt auch einen Spezi�kationsformalismus f�ur den schrittweisen Pro-grammentwurf. Die genaue Einordnung von �HML entsprechend der drei erw�ahnten Kri-terien erfolgt am Ende des 2. Kapitels, wenn wir die Grundlagen von �HML er�orterthaben.Das BeweissystemNachdem wir pr�azisiert haben, welche Modelle wir entwickeln wollen und von welchen Spe-zi�kationen wir ausgehen, ben�otigen wir jetzt noch ein Beweissystem, mit dem man dieKorrektheit der Verfeinerungsschritte zeigen kann. Der Programmentwurf sieht schema-tisch so aus: �0 ���> �1 ���> : : : : : : ���> �n ���> Implwobei �i 2 �HML, was modelltheoretisch der folgenden Sequenz entspricht:[[ �0 ]] � [[ �1 ]] � : : : : : : � [[ �n ]] 3 ImplWill man nun schrittweise veri�zieren, da� eine Implementierung p die Spezi�kation �0erf�ullt, also p 2 [[ �0 ]], so treten zwei Teilaufgaben auf:1. die Korrektheitsbeweise der einzelnen Verfeinerungsschritte �i ���> �i+1, also dieBeweise f�ur die Inklusionsbeziehung der zugeh�origen Modellklassen [[ �i ]] � [[ �i+1 ]]und2. der Beweis f�ur den letzten Verfeinerungsschritt �n ���> p, also der Nachweis, da�die Implementierung in der feinsten Modellklasse enthalten ist, also p 2 [[ �n ]].Der zweite Punkt wurde eingehend in den letzten Jahren unter anderem in [Cle90],[Lar88], [SW89] und [Win89] untersucht. Es wurden in diesem Zusammenhang zielgerichte-te Beweissysteme konstruiert und implementiert. In Kapitel 3 erl�autern wir stellvertretend



1.2. PROZESSSYSTEME 7eines der vorgeschlagenen Beweissysteme, die auf dem Prinzip der Fixpunktinduktion ba-sieren. Die grundlegende Idee dieser sogenannten Model-Checker benutzen wir in Kapitel 4f�ur unsere eigentliche Arbeit: ein zielgerichtetes Beweissystem f�ur die Verfeinerungsrelationzwischen beliebigen �HML-Spezi�kationen. An vergleichbaren Arbeiten gibt es eine Arbeitvon Kozen [Koz83], die einen eingeschr�ankten Teil des propositionalen �{Kalkls behandelt.Das System von [HN92], in dem die Einschr�ankung von Kozen abgeschw�acht wird, dientals Grundlage einer Implementierung, die in die Concurrency Workbench [CPS89] einge-bunden wird. F�ur den vollen propositionalen �{Kalk�ul ist nur ein automatentheoretischesEntscheidungsverfahren bekannt [SE89].Unsere Arbeit gliedert sich folgenderma�en: im zweiten Kapitel stellen wir Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion vor. F�ur diese Sprache pr�asentieren wir im 3.Kapitel denModel-Checker, den wir als Anregung f�ur unsere Arbeit benutzt haben. Den Kern dieserArbeit erl�autern wir in Kapitel 4: ein Beweissystem f�ur die Implikation zwischen Hennessy-Milner-Formeln unter der Einschr�ankung von trennenden Sequenzen. Der Beweis der Kor-rekheit und Vollst�andigkeit des Systems �ndet sich in Kapitel 5. Das 6.Kapitel besch�aftigtsich mit m�oglichen Erweiterungen der vorliegenden Arbeit.



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGEN



Kapitel 2Hennessy-Milner-Logik mitRekursion2.1 EinleitungIn diesem Kapitel stellen wir zun�achst die Hennessy-Milner-Logik ohne Rekursion [HM85]vor, die wir mit HML abk�urzen. Sie bildet die Grundsprache unserer Spezi�kationslo-gik. Anhand von Beispielen erl�autern wir, wie man mit HML Eigenschaften von Prozessenbeschreiben kann. Da die Ausdrucksst�arke dieser Logik nicht ausreicht, um unendlichesProze�verhalten zu spezi�zieren, erweitert man HML um die M�oglichkeit zur rekursivenFormulierung von HML -Formeln. Die dabei entstehende ausdrucksstarke temporale Logikbezeichnen wir mit �HML. Die Idee der Erweiterung von Logiken um Fixpunktoperatorengeht auf den �-Kalk�ul von Scott und DeBakker zur�uck [SdB69]. Derartige Kalk�ule wurdenin den siebziger Jahren unter anderem von Hitchcock und Park, DeRoever und DeBakker[HP73] [Roe74] [BR72] untersucht. Seit einigen Jahren werden sie f�ur die Spezi�kation ver-teilter Systeme verwendet. Amh�au�gsten wird dabei die oben erw�ahnte HML -Erweiterung�HML benutzt, die eine Unterlogik des modalen �-Kalk�uls ist.2.2 Hennessy-Milner-LogikWir wollen das Verhalten eines Prozesses durch einen Zustand in einem Transitionssystemund dem davon aus erreichbaren Transitionssystem beschreiben. Wir beschreiben alsodas Verhalten eines Prozesses p durch seine m�oglichen �Uberg�ange p a�! q zu anderenProzessen und dem Verhalten dieser Prozesse. Im weiteren nehmen wir eine Menge Pvon Prozessen und eine Menge Act von m�oglichen Aktionen als gegeben an. Wie bereitserw�ahnt, bezeichnen wir Prozesse mit p,q,r. . . und Aktionen mit a,b,c. . . . Das Transi-tionssystem T = (P,f a�!, a 2 Act g) , das das Verhalten der Prozesse aus P beschreibt,sei gegeben.Mit einer Spezi�kation w�ahlt man nun einige Prozesse aus P aus, die bestimmtegew�unschte Eigenschaften haben. Eine Spezi�kation besteht also aus einer Menge von9



10 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONEigenschaften, und jeder Proze�, der alle Eigenschaften besitzt, erf�ullt die Spezi�kation.Als Grundsprache zur Formulierung solcher Eigenschaften benutzen wir die von Hennessyund Milner vorgeschlagene Sprache HML , jedoch ohne expliziten :-Operator.De�nition 2.1 (HML Syntax) HML ist die kleinste Menge von Formeln, die gem�a� fol-gender Syntax erzeugt werden:' := tt j � j '1 ^'2 j '1 _ '2 j hai' j [a]' a 2 ActDie intuitive Bedeutung der Formeln ist folgende: jeder Proze� hat die Eigenschafttt, keiner die Eigenschaft �. Ein Proze� hat die Eigenschaft '1 ^'2, wenn er sowohl '1als auch '2 hat; bei '1 _ '2 reicht eine der beiden Eigenschaften. Interessanter sind dieModalit�aten: ein Proze� p hat die Eigenschaft hai', wenn er durch die Ausf�uhrung einera-Aktion p a�! q in einen Proze� q �ubergehen kann, der die Eigenschaft ' hat. [a]' legthingegen fest, das p keinen a- �Ubergang machen kann, ohne zu einem Proze� q zu werden,der die Eigenschaft ' hat. Das hei�t insbesondere, da� jeder Proze�, der �uberhaupt keinena- �Ubergang hat, diese Eigenschaft besitzt. Diese modale Logik wurde urspr�unglich miteinem :-Operator de�niert. Wir haben uns f�ur diese Version von HML entschieden, beider zu jedem Operator sein dualer hinzugenommen wurde (insbesondere [a] = :hai:),da sie f�ur den Sequenzenkalk�ul, den wir in Kapitel 4 vorstellen werden, besser geeignet ist.Nach der informellen Erkl�arung der Bedeutung von HML-Formeln folgt nun deren formaleSemantik.De�nition 2.2 (HML Semantik) Die durch eine Formel ' 2 HML beschriebene Pro-ze�menge ist durch die Abbildung [[ ]] : HML �!P wie folgt induktiv de�niert:[[ tt ]] = P [[ � ]] = ;[[ '1 ^'2 ]] = [[ '1 ]] \ [[ '2 ]] [[ '1 _'2 ]] = [[ '1 ]] [ [[ '2 ]][[ hai' ]] = hai [[ ' ]] [[ [a]' ]] = [a] [[ ' ]]Die in der Literatur als agent transformer bezeichneten Operatoren hai und [a] sind f�urQ � P folgenderma�en de�niert:haiQ := fp 2 Pj9p0:p a�!p0 ^p0 2 Qg[a]Q := fp 2 Pj8p0:p a�!p0 ) p0 2 QgNotation 2.3 Wir sagen \p hat die Eigenschaft '" oder \p erf�ullt die Spezi�kation '",in Zeichen p j= ', wenn p 2 [[ ' ]]. Weiterhin f�uhren wir folgende Abk�urzungen ein:[A]' := [a1]' ^ : : : : : : ^ [an]'hAi' := ha1i' _ : : : : : : _ hani' wobei A = fa1; : : : ; ang � Act[�A]' := [Act �A]'[�]' := [Act ]'



2.2. HENNESSY-MILNER-LOGIK 11qp1qp2 qp3 qp4qp5 qp6������+ a?b ?a ?a QQQQQQsbQQQQQQk a��-a ��-bAbbildung 2.1: Transitionssystem f�ur Beispiel 2.6Dies ist die Logik, die Hennessy und Milner [HM85] f�ur die Charakterisierung derBisimulation benutzt haben. Bezeichne TH(p) die Theorie von p, also die Menge allerHML -Formeln f�ur die p j= ' gilt und 'Bisi die Bisimulations-Relation.Satz 2.4 Wenn p 'Bisi q, dann gilt TH(p) = TH(q).Der Satz besagt, da� HML ad�aquat bez�uglich 'Bisi ist, da man keine Eigenschaften inHML formulieren kann, die zwei bisimulare Prozesse unterscheidet. Die Umkehrung diesesSatzes gilt nur, wenn die Prozesse des betrachteten Transitionssystems nur bildendlich(image �nite) sind; das hei�t, da� die Menge f q j p a�! q g f�ur alle Prozesse p 2 P undalle Aktionen a 2 Act endlich ist.Satz 2.5 Wenn TH(p)=TH(q) und alle von p und q aus durch Ausf�uhren von Transitio-nen erreichbaren Prozesse bildendlich sind, dann gilt p 'Bisi q.Unter der oben genannten Einschr�ankung ist HML also auch expressiv bez�uglich 'Bisi ,da man nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden kann. Diese beiden S�atze nennt man diemodale Charakterisierung der Bisimulation.Mit dieser Sprache k�onnen wir jetzt Eigenschaften von Prozessen ausdr�ucken und somitProze�mengen beschreiben, die gerade die geforderten Eigenschaften haben.Beispiel 2.6 Sei P = fp1;p2; : : : ;p6g ein Proze�system und Act = fa; bg die Mengevon Aktionen, die diese Prozesse pi ausf�uhren k�onnen. Das Verhalten dieser Prozesse seidurch das Transitionssystem T = (P; f a�!; b�!g) in Abbildung 2.1 beschrieben. Um zuverdeutlichen, wie man Eigenschaften der Prozesse formuliert, geben wir zun�achst stetseine informelle Beschreibung der Eigenschaft an, dann die entsprechende Formulierung inHML direkt aus der De�nition der Semantik von HML .



12 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSION1. es gibt einen a- �Ubergang, nach dem ein b- �Ubergang m�oglich ist'1 = haihbitt mit [[ '1 ]] = fp1;p4;p6g;die duale Formel lautet [a][b]� und bezeichnet nat�urlich auch die duale Proze�menge,also alle Prozesse, die, falls sie einen a- �Ubergang machen k�onnen, danach nicht inder Lage sind, einen b- �Ubergang auszuf�uhren.2. nach allen a- �Uberg�angen ist ein b m�oglich'2 = [a]hbitt mit [[ '2 ]] = fp2;p3;p5;p6g3. nach allen a- �Uberg�angen ist nur ein b m�oglich'3 = [a](hbitt ^ [�b]�) mit [[ '3 ]] = fp2;p3;p5g4. es gibt einen a- �Ubergang, nach dem nur ein b m�oglich ist'4 = hai(hbitt ^ [�b]�) mit [[ '4 ]] = fp1;p4g;Man kann auch Eigenschaften formulieren, ohne sich direkt auf die Aktionen zu beziehen.5. es ist ein �Ubergang m�oglich'1 = h�itt mit [[ '1 ]] = fp1;p2;p4;p5;p6g6. nach allen �Uberg�angen ist noch ein weiterer m�oglich'2 = [�]h�itt mit [[ '2 ]] = fp1;p3;p4;p5;p6g7. es ist h�ochstens ein �Ubergang m�oglich'3 = [�][�]� mit [[ '3 ]] = fp2;p3gMit solchen HML -Formeln kann man nun nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden:



2.2. HENNESSY-MILNER-LOGIK 13qp1





�a JJJJJĴaq?b q q?cq 6'Bisi qp2?a q





�b JJJJJĴcq qdann gilt z.B.: '1 = hai(hbitt ^ [c]�) 2 TH(p1) n TH(p2)'2 = hai(hbitt ^ hcitt) 2 TH(p2) n TH(p1)Problematisch ist die Formulierung von unendlichem Verhalten.Beispiel 2.7 Sei das folgende Transitionssystem T = (fp1;p2g; f a�!; b�!g) gegeben:qp1� �? a qp2� 
6b ��� bWie beschreibt man Eigenschaften wie zum Beispiel:1. es kann unendlich oft der �Ubergang \erst a, dann b" hintereinander ausgef�uhrt wer-den,2. es k�onnen niemals zwei a- �Uberg�ange hintereinander gemacht werden (= Sicherheits-Eigenschaft),



14 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSION3. es ist irgendwann wieder ein a m�oglich (= Lebendigkeits-Eigenschaft).Solche Eigenschaften kann man nicht durch endlich viele HML -Formeln beschreiben,da jede einzelne Formel nur einen endlichen Teil des potentiell unendlichen Proze�verhal-tens beschreibt. Nur durch unendliche Mengen von HML -Formeln kann man unendlichesVerhalten beschreiben. Die Eigenschaft 1 w�are beschreibbar durch die unendliche Kon-junktion: haihbitt ^ haihbihaihbitt ^ : : : = î2!(haihbi)ittEigenschaft 2 wird durch die folgende Konjunktion ausgedr�uckt:[a][a]� ^ [�][a][a]� ^ [�][�][a][a]�^ : : : = î2![�]i[a][a]�Die letzte Eigenschaft kann man durch eine Disjunktion beschreiben:haitt _ h�ihaitt _ h�ih�ihaitt _ : : : =_i2!h�iihaittDa jede HML -Formel jeweils nur einen endlichen Teil des Verhaltens eines Prozessesbeschreibt, kann man also mit dieser Sprache keine eventualities1 und keine invariants2ausdr�ucken. Dies sind aber gerade die interessanten Eigenschaften bei unendlichen Prozes-sen. Insbesondere die Sicherheits-Eigenschaften: \es passiert nie etwas Schlechtes", unddie Lebendigkeits-Eigenschaften: \irgendwann passiert etwas Gutes", ben�otigt man f�ur dieSpezi�kation von deadlock und livelock freien realen Systemen. Aus diesem Grund erwei-tert man HML um Fixpunkte. Deswegen wird HML um Fixpunkte erweitert. Im n�achstenKapitel beschreiben wir das Vorgehen bei dieser Erweiterung, wobei wir uns an die Artikel[Lar88] und [SW89] halten und untersuchen die neue Logik bez�uglich ihrer Ausdrucksst�arkeund Eignung f�ur die Spezi�kation von verteilten Systemen.2.3 Erweiterung um RekursionWie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, l�a�t sich unendliches Verhalten von Prozessennur durch unendliche Mengen von HML -Formeln beschreiben. Die Eigenschaft, da� einProze� p unendlich oft ein gewisses Verhalten zeigt beschreibt man durch die unendlicheKonjunktion:\p zeigt das Verhalten einmal, zweimal . . . ". Die grundlegende Idee derErweiterung von HML besteht in der rekursiven Formulierung von Eigenschaften. Stattdurch die unendliche Konjunktion von Eigenschaften beschreibt man p dann durch dierekursive Eigenschaft: "p zeigt das gew�unschte Verhalten einmal und verh�alt sich dannwieder wie am Anfang" . Daf�ur erweitert man HML so, da� man HML -Formeln rekursivformulieren kann. Dazu f�ugt man HML im ersten Schritt eine Menge von propositionalenVariablen hinzu.1Es passiert etwas an einem unspezi�zierten Zeitpunkt in der Zukunft.2Es gilt etwas w�ahrend des gesamten potentiell unendlichen Verhaltens eines Prozesses.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 15De�nition 2.8 (HMLVar -Syntax) Sei Var eine Menge von propositionalen Variablen.Dann ist HMLVar die kleinste Menge von Formeln, die gem�a� folgender Syntax erzeugtwerden:' ::= tt j � j X j '1 ^'2 j '1 _'2 j hai' j [a]' a 2 Act ; X 2 VarWenn man nun den Variablen durch eine Variablenbelegung � : Var �! 2P eine Pro-ze�menge �(X) von einem beliebig, aber fest gew�ahlten Transitionssystem T=(P,f a�!, a2 Act g) zuordnet, kann man wie bei HML festlegen, was f�ur Eigenschaften die Formelnvon HMLVar de�nieren, das hei�t, welche Proze�menge sie bezeichnen.De�nition 2.9 (HMLVar -Semantik) Bei gegebener Variablenbelegung � und gege-benem Transitionssytem T = (P; f a�!; a 2 Act g) ist die durch eine Formel' 2HMLVar beschriebene Proze�menge folgenderma�en induktiv de�niert:[[X ]]� = �(X)[[ tt ]]� = P [[ � ]]� = ;[[ '1 ^'2 ]]� = [[ '1 ]]� \ [[ '2 ]]� [[ '1 _'2 ]]� = [[ '1 ]]� [ [[ '2 ]]�[[ [a]' ]]� = [a] [[' ]]� [[ hai' ]]� = hai [[ ' ]]�Die Operatoren hai ,[a] sind wie in De�nition 2.2 de�niert.Notation 2.10 p erf�ullt ' gem�a� �, in Zeichen p j=� ', wenn p2 [[ ' ]]�.Durch die Variablenbelegung � wird den propositionalen Variablen eine Bedeutung inForm einer Proze�menge gegeben. Wir werden jetzt mit Hilfe sogenannter modaler Glei-chungen X �T '(X) Variablenbelegungen charakterisieren, die den Variablen interessanteProze�mengen zuweisen. Dazu beschreiben wir zun�achst, was eine modale Gleichung be-deutet und welche Variablenbelegung solch eine Gleichung l�ost. Wie wir sehen werden, istdiese Art der Charakterisierung nicht eindeutig; deswegen benutzt man Fixpunktformulie-rungen, um gewisse L�osungen auszuzeichnen.F�ur die rekursive Formulierung von Eigenschaften geben wir den Variablen durch eineFormelzuweisung Fnoch eine weitere Bedeutung.De�nition 2.11 (Formelzuweisung) Eine Formelzuweisung F ist eine Funktion F : Var�! HMLVar , die jeder Variablen X 2 Var eine beliebige HMLVar -Formel zuweist.Bei gegebener Variablenbelegung � und Formelzuweisung F steht jede Variable nun f�urzwei verschiedene Proze�mengen: [[X ]]� und [[X ]]TF(�) := [[ F (X) ]]�. Solch eine For-melzuweisung Fkann also als Transformation f�ur Variablenbelegungen verwendet werden.Dabei weist man jeder Variablen X statt der durch � angegebenen Proze�menge �(X) diezu F (X) geh�orige Proze�menge zu. Das hei�t, da� jedes F ein gegebenes � in eine BelegungTF(�):X�! [[ F (X) ]]� transformiert (siehe Abbildung 2.2).



16 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONX[[X ]]� [[ F (X) ]]�F (X)= -F ?�HHHHHHHHHHjTF(�)?�Abbildung 2.2: Transformation von � durch FWir interessieren uns jetzt f�ur diejenigen Variablenbelegungen �, f�ur die diese Seman-tiken �ubereinstimmen: [[X ]]� = [[X ]]TF(�), X 2 Var . Diese Bedingung, die man an eineVariablenbelegung stellt, werden wir im weiteren durch die modale Gleichung X �T F (X)abk�urzen, wobei T ein beliebiges Transitionssystem ist. Intuitiv soll die Formel X dieselbeEigenschaft beschreiben wie die Formel F (X). Diese Eigenschaft X hie�e dann intuitiv: dieProzesse, die X erf�ullen, k�onnen das von F (X) verlangte Verhalten zeigen und sich dannwieder wie X verhalten. Dies ist genau die rekursive Art der Formulierung von Eigenschaf-ten, die wir in der Einleitung als das Ziel der Erweiterung angegeben haben.Beispiel 2.12 In Beispiel 2.7 k�onnte man die Eigenschaft 1 anstelle der unendlichen Kon-junktion durch die rekursive Gleichung X �T haihbiX beschreiben. Eine Variablenbele-gung, die auf beiden Seiten der Gleichung zu der identischen Proze�menge f�uhrt, also diemodale Gleichung l�ost, ist zum Beispiel �(X) = fp2g, da hai hbi fp2g = fp2g; aber dieVariablenbelegung �(X) = ; ist ebenfalls eine L�osung der Gleichung.Die Mehrdeutigkeit der Charakterisierung von Variablenbelegungen durch modale Glei-chungen wird an folgendem Beispiel noch deutlicher (siehe Abbildung 2.3): M�ogliche L�osun-gen der Gleichung X �T hbiX sind �1(X) = ;, �2(X) = fp1g, �3(X) = fp3;p5g und�4(X) = fp1;p3;p5g.Wie man am Beispiel erkennt, m�ussen wir pr�azisieren, welche Variablenbelegung � wirdurch die modale Gleichung X �T F (X) kennzeichnen wollen, also welche Proze�mengewir X zuweisen wollen. Wir werden nachher sehen, da� insbesondere zwei L�osungen dermodalen Gleichung interessante Prozesse beschreiben, n�amlich diejenigen, die X die klein-ste, beziehungsweise die gr�o�te Proze�menge zuweisen, so da� die Gleichung erf�ullt ist.Diese kleinste bzw. gr�o�te L�osung der modalen Gleichung erh�alt man als kleinsten bzw.gr�o�ten Fixpunkt der Variablenbelegungs-Transformation F :� �! TF(�). F�ur diese Cha-rakterisierung de�nieren wir zun�achst den Verband der Variablenbelegungen und zeigen,da� die Transformation Fmonoton bez�uglich dieser Belegungen ist. Nach dem Satz vonKnaster-Tarski existieren somit eindeutige kleinste und gr�o�te L�osungen.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 17qp1qp2 qp3 qp4qp5� �?b����	a @@@@Ra?a ?a-b� bAbbildung 2.3: Transitionssystem f�ur Beispiel 2.12De�nition 2.13 Seien �1; �2 beliebige Variablenbelegungen und I eine Indexmenge.1: �1 � �2 gdw: �1(X) � �2(X)f�ur alle X 2 Var ;2: Si2I �i ist gegeben durch : (Si2I �i)(X) := Si2I(�i(X));3: Ti2I �i ist gegeben durch : (Ti2I �i)(X) := Ti2I(�i(X)):Zusammen mit dieser neuen Relation � bildet die Menge aller Variablenbelegungeneinen vollst�andigen Verband.De�nition 2.14 (Pr�a- und Post-Fixpunkt) Eine Variablenbelegung � hei�t Pr�a-Fixpunkt einer Formelzuweisung F , wenn f�ur jede Variable X 2 Var gilt:[[ F (X) ]]� � [[X ]]� .Eine Variablenbelegung � hei�t Post-Fixpunkt von F , wenn gilt:[[X ]]� � [[ F (X) ]]� .Da wir im weiteren besonders an Variablenbelegungen interessiert sind, die sowohl Pr�a-als auch Post-Fixpunkte von F sind, f�uhren wir hierf�ur auch noch eine eigene Bezeichnungein.De�nition 2.15 (F -Fixpunkt) Eine Variablenbelegung � hei�t F -Fixpunkt, wenn siesowohl Pr�a-Fixpunkt als auch Post-Fixpunkt von F ist.Als n�achstes stellen wir den Zusammenhang zwischen den beiden Bedeutungen einerVariablen her und erkl�aren, wie man die gesuchten kleinsten und gr�o�ten L�osungen vonmodalen Gleichungen aus der zugrundeliegenden Formelzuweisung entwickeln kann.Wenn man eine Formelzuweisung F als Variablenbelegungs-Transformation betrachtet,ist eine Variablenbelegung � genau dann ein Pr�a- (bzw. Post-) Fixpunkt von F , wenn



18 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONTF(�) � � (bzw. � � TF(�) ), und � ist genau dann F -Fixpunkt, wenn � ein Fixpunktvon F :� �! TF(�) ist. Das bedeutet, da� die Fixpunkte von F gerade die L�osungen dermodalen Gleichung X �T F (X) sind.Wenn die Transformation TF monoton bez�uglich � ist, existieren nach dem Fixpunkt-satz von Knaster-Tarski eindeutige kleinste und gr�o�te Fixpunkte von TF.Satz 2.16 (Knaster-Tarski) Sei V die Tr�agermenge eines vollst�andigen Verbands mitder Ordnungsrelation � und f : V �! V eine monotone Funktion auf V. Dann hat f:1. einen kleinsten Fixpunkt, gegeben durch INFfX � V j f(X) � Xg,2. einen gr�o�ten Fixpunkt, gegeben durch SUPfX � V j X � f(X)g.Um diesen Satz auf TF anwenden zu k�onnen, mu� TF monoton bez�uglich Variablenbe-legungen sein; also wenn �1 � �2 gilt, so mu� f�ur alle X 2 Var gelten:TF(�1)(X) = [[ F (X) ]]�1 � [[ F (X) ]]�2 = TF(X)(�2)Das bedeutet, die Monotonie und die Stetigkeit von TF ist identisch mit der Monotonieund der Stetigkeit von HMLVar -Formeln bez�uglich Variablenbelegungen. Daf�ur m�ussen wirzeigen, da� jede Formel ' 2 HMLVar monoton bez�uglich � ist.Lemma 2.17 (Monotonie von HMLVar ) Sei ' 2 HMLVar gegeben.Wenn �1 � �2; dann gilt [[ ' ]]�1 � [[ ' ]]�2:Der Beweis ergibt sich per Induktion �uber den Formelaufbau direkt aus der Semantik-De�nition von HMLVar . Verwendet man HML mit :-Operator, gilt die Monotonie nur f�ursolche Formeln, bei der die freien Variablen im Geltungsbereich einer geraden Anzahl vonNegationen auftauchen. Wenn das betrachtete Transitionssystem bildendlich ist, ist jedes' sogar stetig und antistetig und somit auch TF, was wir im n�achsten Lemma festhalten.Lemma 2.18 (Stetigkeit und Antistetigkeit von HMLVar ) Gegeben sei die Formel' 2 HMLVar und ein bildendliches Transitionssystem. Dann gilt:Stetigkeit: Wenn �1 � �2 � �3 : : : ; dann gilt [[ ' ]](Si2! �i) = Si2!([[ ' ]]�i):Antistetigkeit: Wenn �1 � �2 � �3 : : : ; dann gilt [[' ]](Ti2! �i) = Ti2!([[ ' ]]�i):Korollar 2.19 TF ist f�ur beliebige Formelbelegungen Fmonoton bez�uglich Variablenbele-gungen und sogar stetig, wenn das zugrundeliegende Transitionssystem bildendlich ist.Mit der gezeigten Monotonie von TF k�onnen wir nun den Fixpunktsatz von Knaster-Tarski anwenden.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 19Korollar 2.20 Sei eine beliebige Formelbelegung F gegeben. Dann existieren f�ur die modaleGleichung X �T F (X) eine eindeutige kleinste und eindeutige gr�o�te L�osung.Wegen der herausragenden Bedeutung der beiden speziellen L�osungen bekommen dieseeine eigene Bezeichnung.Notation 2.21� �� := Tf�j TF(�) � �g ist die kleinste L�osung,� �� := Sf�j � � TF(�)g ist die gr�o�te L�osungEine sehr n�utzliche alternative Charakterisierung, mit der man diese beiden L�osungentats�achlich berechnen kann, ist die Kleene'sche Approximation von Fixpunkten.Satz 2.22 (Kleene-Approximation f�ur TF) Wenn TF stetig und antistetig ist, so ist �das In�mum der folgenden Approximationskette aus Pr�a�xpunkten von F :�p � TF(�p) � TF2(�p) � TF3(�p) : : : ;und � ist das Supremum der folgenden Post�xpunkte:�; � TF(�;) � TF2(�;) � TF3(�;) : : : :Dabei ist �p(X) = P und �;(X) = ; f�ur alle X2Var .Notation 2.23 Die Proze�menge, die einer beliebigen Variablen X gem�a� der gr�o�tenL�osung � bzw. der kleinsten L�osung � der modalen Gleichung X �T F (X) zugewiesenwird, bezeichnen wir im weiteren durch die folgenden Formeln:[[ �X:F (X) ]] = ��(X) bzw. [[ �X:F (X) ]] = ��(X):Mit der oben genannten Notation erhalten wir die endg�ultige Syntax unsererSpezi�kations-Logik �HML.De�nition 2.24 (�HML-Syntax) �HML ist die kleinste Menge von Formeln, die sichgem�a� folgender Syntax bilden lassen:' := X j '1 ^ '2 j '1 _'2 j hai' j [a]' j �X:' j �X:' a 2 Act ; X 2 VarAuf die propositionalen Konstanten tt und � k�onnen wir jetzt verzichten, weil tt derneuen Formel �X:X entspricht und � durch die Formel �X:X beschrieben werden kann3.Aus diesem Grund werden wir von nun an tt und � nur noch als Abk�urzung f�ur dieentsprechenden Fixpunktformeln verwenden. Jetzt k�onnen wir die vollst�andige formaleSemantik von HML mit Rekursion angeben.3die gr�o�te Proze�menge, die man X zuweisen kann, um die Gleichung X �T X zu erf�ullen, ist diegesamte Proze�menge, w�ahrend die kleinste die leere Menge ist.



20 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONDe�nition 2.25 (�HML-Semantik) Bei gegebener Variablenbelegeng � und gegebenemTransitionssystem T = (P; f a�!; a 2 Act g) ist die durch eine Formel ' 2 �HML beschrie-bene Proze�menge wie folgt induktiv de�niert :[[X ]]� = �(X)[[ '1 ^'2 ]]� = [[ '1 ]]� \ [[ '2 ]]� [[ '1 _'2 ]]� = [[ '1 ]]� [ [[ '2 ]]�[[ [a]' ]]� = [a] [[' ]]� [[ hai' ]]� = hai [[ ' ]]�[[ �X:' ]]� = ��(X) [[ �X:' ]]� = ��(X)Dabei sind die Variablenbelegungen �� und �� wie in Notation 2.21 de�niert:�� = Tf� � �PjT' (�) � �g�� = Sf� � �P j� � T' (�)gWir werden uns f�ur die Beschreibung von temporalen Eigenschaften von Prozessen aufgeschlossene Formeln beschr�anken, in denen also jede Variable X 2 Var durch einen Varia-blenbinder �X: oder �X: gebunden ist. Somit k�onnen wir im weiteren auf Variablenbele-gungen verzichten, da f�ur geschlossene Formeln [[ : ]]=[[ : ]]� gilt. Neben der semantischenApproximation von Fixpunkten durch die Kleene'sche Approximation gibt es auch einesyntaktische Approximation dieser Fixpunkte. Dies sind unendliche HML -Formelmengen,die die gleiche Proze�menge beschreiben, wie die approximierte Fixpunktformel. Im fol-genden nehmen wir an, da� das betrachtete Transitionssystem h�ochstens abz�ahlbar vieleZust�ande hat 4. Der Ausdruck '[X :=  ] steht f�ur die Formel '0, in der jedes freie Vor-kommen von X in ' durch die Formel  ersetzt wurde.Satz 2.26 (syntaktische Approximation) Sei �0X:' := tt und �i+1X:' := '[X :=�iX:'], wof�ur wir abk�urzend 'i+1(tt) schreiben; und sei �0X:' := � sowie �i+1X:' :='[X := �iX:'], wof�ur wir 'i+1(�) schreiben. Ist ' stetig und antistetig, so gelten diebeiden folgenden �Aquivalenzen f�ur beliebige Prozesse p:1. p j= �X:' () p j= Vi2! �iX:'2. p j= �X:' () p j= Wi2! �iX:'Mit den Fixpunktformeln haben wir also eine sehr kompakte Schreibweise f�ur solcheunendlichen HML -Formelmengen gefunden. Au�erdem erm�oglicht diese �Aquivalenz, dieBedeutung von Fixpunktformeln viel intuitiver als bisher zu erkl�aren. So beschreibt �X.'diejenigen Prozesse, die f�ur alle i 2 ! die Formel 'i(tt) erf�ullen, also unendlich oft dasvon ' verlangte Verhalten zeigen k�onnen. Entsprechend der Charakterisierung von Sicher-heitseigenschaften (" Es passiert nie etwas Schlechtes") kann man die gr�o�ten Fixpunke4Die gew�ohnliche Fixpunktinduktion verallgemeinert sich im �uberabz�ahlbaren Falle zu trans�niter In-duktion



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 21zur Spezi�kation von Sicherheits-Eigenschaften verwenden. Die Formel �X:' hingegen be-schreibt Prozesse, die eine der Formeln 'i(�) erf�ullen, was aber bedeutet, da� diese Prozessenur endlich oft das Verhalten ' zeigen, da kein Proze� � erf�ullen kann. Diese Fixpunktartkann man demnach f�ur die Spezi�kation von Lebendigkeits-Eigenschaften benutzen, wennman Lebendigkeit allgemein au�a�t als \irgendwann passiert etwas Gutes".Den Zusammenhang der beiden Approximationen f�ur eine Formel �X:' stellt die nach-folgende Tabelle dar.syntaktische Approximation semantische Approximation�0X:' : '0(tt) = tt [[X ]]T0' (�P) = [[X ]]�P�1X:' : '1(tt) = '[X := '0(tt)] = '[X := tt] [[X ]]T1' (�P) = [[' ]]�P�2X:' : '2(tt) = '[X := '1(tt)] = [[X ]]T2' (�P) = [[' ]]T1' (�P) == '[X := '[X := tt]] = [[ '[X := '] ]]�P... ...Wie man sieht, gilt stets:� [[ �iX ]]�P = [[X ]]Ti' (�P)� [[ �X:' ]] = [[X ]](Ti2!Ti' (�P)) = Ti2! [[X ]]Ti' (�P) = Ti2! [[ �iX:' ]] = [[ Vi2! �iX:' ]]� [[ �iX ]]�; = [[X ]]Ti' (�;)� [[ �X:' ]] = [[X ]](Si2!Ti' (�;)) = Si2!([[X ]]Ti' (�;)) = Si2! [[ �iX:' ]] = [[ Wi2! �iX:' ]]Die beiden unteren Aussagen erh�alt man aus der entsprechenden Gegen�uberstellungder beiden Approximationen f�ur die Formel �X:':syntaktische Approximation semantische Approximation�0X:' : '0(�) = � [[X ]]T0' (�;) = [[X ]]�;�1X:' : '1(�) = '[X := '0(�)] = '[X := �] [[X ]]T1' (�;) = [[ ' ]]�;�2X:' : '2(�) = '[X := '1(�)] = [[X ]]T2' (�;) = [[ ' ]]T1' (�;) == '[X := '[X := �]] = [[ '[X := '] ]]�;... ...Durch die syntaktische Approximation erh�alt man sehr intuitive Beschreibungen von Pro-ze�mengen, die durch Fixpunktformeln beschrieben werden.



22 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONBeispiel 2.27 (Approximationen) Sei ein beliebiges Transsitionssystem gegeben. Wel-che Proze�menge beschreibt die Formel �X:haiX? Die syntaktische Approximation liefert:�0X:haiX = ttbeschreibt alle Prozesse,�1X:haiX = haittalle Prozesse, die ein a ausf�uhren k�onnen,�2X:haiX = haihaittalle Prozesse, die zwei a's ausf�uhren k�onnen....Die Konjunktion dieser Approximationen, und somit auch die Fixpunktformel, beschreibtalso alle Prozesse, die einen unendlichen a-Pfad haben. Die Approximation der Formel�X:[a]X hingegen liefert folgendes:�0X:[a]X = �beschreibt die leere Proze�menge,�1X:[a]X = [a]�alle Prozesse, die kein a ausf�uhren k�onnen,�2X:[a]X = [a][a]�alle Prozesse, die h�ochstens ein a ausf�uhren k�onnen,...Die Disjunktion dieser Formeln und somit �X:[a]X beschreibt alle Prozesse, die nur endlichoft hintereinander a ausf�uhren k�onnen. Von besonderem Interesse ist die Bedeutung derFormel �X:' ^ [�]X�0X:' ^ [�]X = ttbeschreibt wieder alle Prozesse,�1X:' ^ [�]X = ' ^ [�]ttalle Prozesse, die die Eigenschaft ' haben,�2X:' ^ [�]X = ' ^ [�](' ^ [�]tt)alle Prozesse, die jetzt ' erf�ullen und nach demAusf�uhren einer beliebigen Aktion ebenfalls wieder,...Diese Fixpunktformel beschreibt somit alle Prozesse, f�ur die ' stets gilt, das hei�t, aufallen Pfaden und zu jedem Zeitpunkt.Diese letzte Formel entspricht in ihrer Bedeutung dem Standard-Branching-Time-Operator8G'. Ebenso kann man �HML-Makros angeben, die die restlichen Standard-Operatorengema� Pnueli [Pnu85] de�nieren.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 23Beobachtung 2.281. 9F' := �X:' _ h�iX;es gibt einen Pfad, auf dem irgendwann mal ' gilt.2. 9G' := �X:' ^ ([�]� _ h�iX);es gibt einen Pfad, auf dem stets ' gilt.3. 8F' := �X:' _ (h�itt ^ [�]X);auf allen Pfaden gilt irgendwann mal '.4. 'Ust := �X: _ (' ^ h�itt ^ [�]X);' gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal  , gilt und  gilt irgendwann inder Zukunft.5. 'Uwe := �X: _ (' ^ [�]X);' gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal  gilt, oder ' gilt immer.Wie wir an den Beispielen gesehen haben, kann man mit der erweiterten Logik auchAussagen �uber unendliches Verhalten machen. Doch wie sieht es mit der generellen Eignungvon �HML f�ur die Spezi�kation von verteilten Systemen aus? In Kapitel 1 haben wirKriterien f�ur die Beurteilung der Eignung einer Logik als Spezi�kationssprache angef�uhrt:1. Ausdrucksst�arke2. Vertr�aglichkeit mit der verwendeten Verhaltens�aquivalenz3. Veri�zierbarkeit von Verfeinerungsschritten.Auf diese drei Kriterien gehen wir jetzt n�aher ein.Die Erweiterung der modalen Logik HML um die beiden Fixpunktoperatoren lieferteine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Es sind nicht nur alle Standard-Operatorender (pure branching time 5) temporalen Logik de�nierbar, sondern auch z.B. schwache undstarke Until-Operatoren [Lar88](siehe Beobachtung 2.28). Wie man sieht, kann man ausden wenigen Grundbausteinen, die �HML benutzt, m�achtige Makros de�nieren, die danninsbesondere auch die Lesbarkeit von �HML-Spezi�kationen verbessern.Da bei der Erweiterung von HML zu �HML eigentlich nur syntaktische Abk�urzungenf�ur unendliche HML -Formelmengen eingef�uhrt wurden, hat sich die logische �Aquivalenz,die �HML auf Prozessen induziert, nicht ver�andert. Das bedeutet, da� auch die erweiterteHML -Version mit der Bisimulations�aquivalenz vertr�aglich ist, diesmal sogar ohne die Ein-schr�ankung der Bildendlichkeit. Im folgenden Satz bezeichnet TH(p) � �HML wiederumdie Theorie von p und 'Bisi die Bisimulations-Relation.5das bedeutet, da� es nur Zustandsformeln und keine Pfadformeln wie in der \full branching time"temporalen Logik gibt. Die verwendeten Operatoren quanti�zieren also stets �uber alle Pfade, die durcheinen Zustand einer Kripke-Struktur f�uhren.



24 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONSatz 2.29 (�HML und Bisimulation [SW90])Es gilt p 'Bisi q gdw. TH(p) = TH(q).Als letztes Kriterium bleibt die Veri�zierbarkeit von Verfeinerungsschritten. Wie inder Einleitung der Studienarbeit erw�ahnt, bedeutet das bei unserem Vorgehen: wie ve-ri�ziert man, da� ein gegebener Proze� eine spezi�zierte Eigenschaft hat, und wie zeigtman, da� eine verfeinerte Spezi�kation korrekt in Bezug auf die Ausgangsspezi�kation ist?Der erste Fall ist unter anderem von Stirling, Larsen, Winskel und Cleaveland untersuchtworden. In den Artikeln [SW89] [Lar88] [Win89] [Cle90] werden korrekte, vollst�andige undimplementierbare Beweissysteme vorgestellt. Diese tableaubasierten Systeme werden alsModel-Checker bezeichnet und benutzen alle dieselbe Beweistechnik : Fixpunktinduktion.An vergleichbaren Untersuchungen f�ur die zweite Fragestellung, wann eine �HML-Spezi�kation eine andere korrekt verfeinert, ist uns nur ein Hilbert-System von Kozenf�ur einen Teil des minimalen modalen �-Kalk�uls [Koz83] bekannt. Da diese Systeme sehrunkomfortabel sind und kaum e�zient implementierbar, haben wir mit der vorliegendenArbeit versucht, diese L�ucke zu schlie�en. Daf�ur haben wir ein tableaubasiertes Beweissy-stem f�ur die semantische Implikation zwischen �HML-Formeln konstruiert, welches eben-falls Fixpunktinduktion benutzt. Um die zugrundeliegende Idee und die Arbeitsweise un-seres Systems zu verdeutlichen, stellen wir im n�achsten Kapitel die oben angesprochenenSysteme am Beispiel eines Model-Checkers von Stirling vor.



Kapitel 3Model-Checking3.1 EinleitungIn diesem Kapitel wird nun das Problem des Model-Checkings behandelt, also die Frage,wann ein Zustand eines Transitionssystems p eine bestimmte Eigenschaft, ausgedr�ucktdurch eine �HML-Formel, besitzt. L�osungen dieses Problems sind seit ein paar Jahrenbekannt. Die erste Arbeit in diesem Zusammenhang stammt von Larsen [Lar88]. SeinSystem behandelt jedoch eine stark eingeschr�ankte Klasse von Formeln aus �HML, indenen entweder nur kleinste oder nur gr�o�te Fixpunkte vorkommen d�urfen.Ein System f�ur beliebig geschachtelte Fixpunkte, welche gerade die Ausdrucksst�arkevon �HML ausmachen, stammt von Stirling und Walker [SW89]. Andere Model-Checker,die in �ahnlicher Weise arbeiten �nden sich bei Cleaveland [Cle90] und Winskel [Win89].In der Version von Cleaveland wurde ein derartiges System im Rahmen der ConcurrencyWorkbench [CPS89] implementiert.Allen diesen Tableaumethoden ist gemeinsam, da� sie zielgerichtete Beweise erm�ogli-chen und da� sie als als wichtiges Beweisprinzip zum Nachweis von FixpunkteigenschaftenFixpunktinduktion benutzen. Einen konkretenModel-Checker werden wir in diesemKapitelvorstellen. Bis auf geringf�ugige Unterschiede in der Darstellung halten wir uns an [SW89].Die drei Bestandteile dieses Model-Checkers, n�amlich Regeln, Abbruchkriterien und Er-folgsbedingungen stellen wir im n�achsten Abschnitt dar. Besondere Sorgfalt erfordert dieBehandlung der Fixpunkte. Auf die damit verbundenen Probleme gehen wir in einem ei-genen Unterabschnitt ein. Anhand eines Beispiels soll in Abschnitt 3.3 die Arbeitsweisedes Model-Checkers verdeutlicht werden.3.2 Der Model-CheckerIn diesem Abschnitt stellen wir einen konkreten Model-Checker vor. Bis auf geringf�ugigeUnterschiede halten wir uns in der Darstellung an [SW89]. Bei demModel-Checker handeltes sich um ein zielgerichtetes Beweissystem, welches mit Fixpunktinduktion arbeitet. Diedrei Komponenten des Systems werden nun der Reihe nach vorgestellt.25



26 KAPITEL 3. MODEL-CHECKINGDie RegelnDie Regeln bestehen aus einem Ziel sowie aus einem oder mehreren Unterzielen. Mitihnen lassen sich, entsprechen der zielgerichteten Vorgehensweise, aus einem Ziel ein odermehrere Unterziele generieren. Wenn man dann die Unterziele zeigen kann, so ist damitauch das urspr�ungliche Ziel gezeigt. Durch die Generierung von immerweiteren Unterzielenl�a�t sich auf diese Weise ein sogenanntes Tableau oder ein Ableitungsbaum f�ur eine zuzeigende Eigenschaft eines endlichen Prozesses p erzeugen. Die Regeln sind in Abbildung3.1 zusammengefa�t.( ^ ) p `D '1 ^'2p `D '1 ; p `D '2( _ 1) p `D '1 _'2p `D '1( _ 2) p `D '1 _'2p `D '2([a]) p `D [a]'p1 `D ' : : : pn `D ' a 2 Act ; fp1; : : : ;png = fp0jp a�!p0g(hai) p `D hai'p0 `D ' a 2 Act ;p0 2 fqjp a�!qg(�) p `D �X:'p0 `D0 U D0 = D � (U = �X:'), U neue Konstante(�) p `D �X:'p0 `D0 U D0 = D � (U = �X:'), U neue Konstante(Konst) p `D Up0 `D0 '[X := U ] (U = �X:') 2 D oder (U = �X:') 2 DAbbildung 3.1: Regeln des Model-CheckersDie Regeln f�ur die Konjunktion und die Disjunkion funktionieren wie erwartet: Sollman von einem Proze� die Konjunktion zweier Eigenschaften zeigen, so mu� man zeigen,da� er sowohl die eine als auch die andere Eigenschaft besitzt. Dies sind die Unterziele inRegel ( ^ ). Ist die zu beweisende Eigenschaft eine Disjunktion zweier Formeln, so gen�ugtes zu zeigen, da� der Proze� die eine der beiden Formeln erf�ullt (Regeln ( _ 1) und ( _ 2)).Die Unterziele bei den beiden Modaloperatoren [a] und hai beziehen sich nicht auf denurspr�unglichen Zustand p, sondern auf Zust�ande, die von p aus �uber passende Transitio-nen erreichbar sind. Entsprechend der Semantik der Modaloperatorn mu� man bei [a]'die Eigenschaft ' von allen von p �uber eine a-Transition erreichbaren Zust�anden zeigen,w�ahrend bei hai' ein solcher Zustand gen�ugt.Etwas komplizierter sind die restlichen drei Regeln, die sich mit der Behandlung der



3.2. DER MODEL-CHECKER 27Fixpunkte befassen. Um eine eindeutige Kennzeichnung von Fixpunktformeln zu erreichen,benutzt man Konstanten. (Im weiteren stehen Gro�buchstaben U, V, W, U1, U2 . . . immerf�ur Konstanten). Regeln (�) und (�) dienen der Konstanteneinf�uhrung. Tri�t man auf eineFormel mit einem Fixpunkt als �au�erstem Konstrukt, so f�uhrt man eine neue Konstanteals Abk�urzung f�ur die Formel ein. D und D0 sind dabei sogenannte Deklarationslisten indenen festgehalten wird, welche Konstanten im Laufe der bisherigen Ableitung f�ur welcheFixpunktformeln eingef�uhrt wurden. In Regel (�) ist D0 = D � (U = �X:') dann dieDeklarationsliste, die aus D durch Hinzuf�ugen der Deklaration der Konstanten U als �X:'entsteht. Man beachte , da� die Deklarationslisten niemals verk�urzt werden. Zu Beginn derAbleitung sind noch keine Konstanten deklariert, soda� die Wurzel mit dem zu zeigendenZiel p j= ' bez�uglich der leeren Deklarationsliste � beschriftet ist, also mit p `� '.In Regel (Konst) wird eine Konstante, die ja f�ur eine Fixpunktformel steht, gem�a�ihrer Deklaration in D durch die Expansion der entsprechenden Fixpunktformel ersetzt,was einer einmaligen Abwicklung des Fixpunktes entspricht.Damit hat man s�amtliche Regeln, mit denen neue Unterziele erzeugt werden k�onnen,beisammen.Die Abbr�ucheZus�atzlich zu den Regeln mu� man jetzt noch angeben, wann die Anwendung dieser Re-geln zum Abbruch kommt, das hei�t, wann die Generierung von Unterzielen endet. BeimAbbruch unterscheidet man drei F�alle, die in Abbildung 3.2 zusammengestellt sind.1. p `D [a]' und es gibt kein p0 mit p a�!p02. p `D hai' und es gibt kein p0 mit p a�!p03. p `D U und es gibt einen Knoten oberhalb im Ableitungsbaum,der mit p `D0 U beschriftet ist.Abbildung 3.2: Abbruchbedingungen des Model-CheckersIn den F�allen 1 und 2 bleibt nichts anderes �ubrig, als abzubrechen, da keine Regel mehranwendbar ist. Fall 3 ist interessanter. Dadurch, da� weiter oberhalb die gleiche Situationbereits einmal aufgetreten ist, unter Umst�anden mit einer k�urzeren Deklarationsliste, kannman an dieser Stelle mit der Ableitung aufh�oren.Ein Ableitungsbaum, bei der an jedem Blatt abgebrochen wurde, die man also nichtmehr fortsetzen kann, nennen wir maximal.Der ErfolgHat man nun eine maximale Ableitung, so mu� man noch entscheiden, ob man diese alserfolgreich, das hei�t als tats�achlichen Beweis f�ur das urspr�ungliche Ziel, ansehen will. Die



28 KAPITEL 3. MODEL-CHECKINGKriterien f�ur den Erfolg eines Blattes stehen in Abbildung 3.3.Ein Blatt eines vollst�andigen Ableitungsbaumes hei�t erfolgreich, wenn einerder folgenden F�alle auftritt:1. Das Blatt ist von der Form p `D [a]'.2. Das Blatt ist von der Form p `D U , wobei (U = �X:') 2 D.Abbildung 3.3: Erfolgsbedingungen f�ur Bl�atterDe�nition 3.1 (erfolgreiches Tableau) Ein Tableau hei�t erfolgreich, wenn alle seineBl�atter erfolgreich sind.In Fall 1 gibt es nach Abbildung 3.2 kein p0 mit p a�!p0. Damit gilt p j=D [a]' und dasBlatt ist gem�a� der Semantik von [a]' erfolgreich.Im zweiten Fall liegt eine erfolgreiche Fixpunktinduktion vor. Oberhalb des Blattesgibt es nach Abbruchbedingung 3 aus Abbildung 3.2 einen Knoten, der mit p `D0 U be-schriftet ist. Der eindeutige Nachfolgerknoten davon ist p `D0 '[X := U ]. Also gibt es indem Tableau einen Ast von p `D0 '[X := U ] zu p `D U . Von unten nach oben gelesenbedeutet dies, da� man einen Beweis daf�ur hat, da� aus p j=D U p j=D0 '[X := U ] folgt,wenn man im Augenblick davon absieht, da� sich die Ableitung auch verzweigen kann. DieVerallgemeinerung auf den verzweigten Fall stellt keine wesentliche Komplizierung dar.Stellt man sich U nicht als Abk�urzung f�ur die Fixpunktformel �X:' sondern f�ur derenn-te Approximation vor, so hat man ebenfalls eine Beweis daf�ur, da� aus der Annahme,da� p diese n-te Approximation erf�ullt (p `D U), folgt, da� p ebenfalls die (n+1)-te Ap-proximation erf�ullt (p `D0 '[X := U ]). Da p trivialerweise �0X:' = tt erf�ullt, so folgtdaraus, da� 8n 2 !:p j= �nX:'. Da ' aufgrund der Endlichkeit von p stetig ist, so ist diesgleichbedeutend mit p j= �X:'.Durch Regeln, Abbruchbedingungen und die De�nition des Erfolges ist der Model-Checker vollst�andig beschrieben. Als Notation f�ur die beweistheoretische Implikationf�uhren wir das �ubliche ` ein, das hei�t, p ` ' wenn es ein erfolgreiches Tableau mitWurzel p `� ' gibt.Theorem 3.2 (Korrektheit und Vollst�andigkeit)p j= ' genau dann wenn p ` ':In [SW89] �ndet sich der Beweis f�ur dieses Theorem.Die Behandlung der FixpunkteNachdemwir nun den Model-Checker vorgestellt haben, wollen wir uns noch etwas ausf�uhr-licher mit der Behandlung der Fixpunkte besch�aftigen, insbesondere mit der Frage, wel-chem Zweck die Konstanten dienen. Die Regeln aus Abbildung 3.1 schreiben vor, da� man



3.2. DER MODEL-CHECKER 29f�ur eine Fixpunktformel eine Konstante einf�uhrt (Regeln (�) und (�)) �uber die dann dieExpansion des Fixpunktes erfolgt (Regel (Konst)).Die naheliegende Behandlung von Fixpunktformeln w�are, da� man als Unterziel einerzu zeigenden Fixpunkteigenschaft, zum Beispiel p ` �X:', zu beweisen versucht, da� pdann die Abwicklung der Fixpunktformel erf�ullt. Anstelle von Regel (�) aus Abbildung3.1 h�atte man dann folgende einfachere Regel, die ohne Konstanten auskommt:p ` �X:'p ` '[X := �X:']Im wesentlichen werden Fixpunkte ja auch auf diese Art behandelt, n�amlich abgewickelt.W�urde man aber tats�achlich auf diese einfache Weise verfahren, wie oben angedeutet,so w�urde das System inkorrekt und unvollst�andig [SW89]. Dieser Mangel tritt erst auf,wenn die Fixpunkte in der Formel mindestens bis zur Tiefe zwei geschachtelt auftreten.Liegt zum Beispiel folgende Situation vor: das zu zeigende Ziel sei p `  wobei  =�X:�Y:'(X;Y ). Als n�achste zwei Unterziele bek�ame man zun�achst p ` �Y:'( ; Y ) unddanach p ` '( ; �Y:'( ; Y )). Es kann nun passieren, da� im im weiteren Verlauf derAbleitung q `  als Ziel auftritt. Somit hat man dieselbe Eigenschaft wie oben erneutzu zeigen, nur diesmal nicht f�ur p sondern f�ur q. Das Problem nun ist, da� dann imfolgenden die Situation p ` �Y:'( ; Y ) wiederum auftreten kann und man an dieser Stelleabbricht, da man den Induktionsschritt der Fixpunktinduktion f�ur p gezeigt zu habenscheint. Dabei ist schiefgelaufen, da� man einen Zwischenschritt im Beweis f�ur q `  f�urdas zweite Auftreten von p ` �Y:'( ; Y ) gehalten hat, da zwischenzeitlich ein neuer Beweis(f�ur die gleiche Eigenschaft  zwar aber f�ur einen anderen Zustand) begonnen hat. Diesist zu vermeiden.Es gibt unterschiedlicheWege, dieses Problem zu l�osen. Eine M�oglichkeit w�are, expliziteine Liste von \Hypothesen" einzuf�uhren, in der festgehalten wird, welche Fixpunktformelnzusammen mit welchen Zust�anden aktuell f�ur die Fixpunktinduktion herangezogen werdend�urfen. In dem obigen Beispiel w�urde die bedeuten, da� man beim Schritt von q `  nach q ` �Y:'( ; Y ) sich gewisserma�en dieses q ` �Y:'( ; Y ) als neue Hypothese merktund, was das Entscheidende ist, aus der Menge der Hypothesen p ` �Y:'( ; Y ) entfernt.Genauer gesagt wird eine Formel  immer dann aus der Liste der Hypothese gestrichen,wenn sie als echte Unterformel in einer neu aufgenommenen Hypothese, in diesem Fall�Y:'( ; Y ) enthalten ist. Der Model-Checker von Cleaveland [Cle90] funktioniert auf dieseWeise und bildet in dieser Form auch die Grundlage des Model-Checkers in der ConcurrencyWorkbench.Eine andere M�oglichkeit besteht darin, Konstanten als Abk�urzungen f�ur Fixpunktfor-meln einzuf�uhren und zwar bei jedem Auftreten einer solchen Formel eine neue. Diesverhindert, da� die angedeuteten Verwechselungen auftreten. Der Model-Checker basie-rend auf dieser Idee stammt von Stirling und Walker [SW89] und in analoger Form habenwir ihn hier auch vorgestellt. Das Beweissystem, welches wir in Kapitel 4 vorstellen werden,benutzt Konstanten als Abk�urzungen f�ur Fixpunkformeln in gleicher Weise.



30 KAPITEL 3. MODEL-CHECKING
rp -Geld rp0' $? Ka�ee& %6 TeeAbbildung 3.4: Ka�ee - und Teeautomat3.3 BeispieleZum Abschlu� des Kapitels wollen wir anhand eines Beispiels die Arbeitsweise des Model-Checkers dargestellen. Es soll eine Eigenschaft eines einfachen Transitionssystems nach-gewiesen werden. Der Proze�, dargestellt durch das Transitionssystem aus Abbildung 3.4mit Anfangszustand p, soll das Verhalten eines Ka�ee- und Teeautomaten modellieren.Von diesem Automaten soll folgende Eigenschaft nachgewiesen werden:\In allen m�oglichen Abl�aufen bietet der Automat unendlich oft Tee an".Zun�achst mu� diese Eigenschaft in �HML ausgedr�uckt werden. \Der Automat bietet Teean" hei�t, es gibt einen mit \Tee" beschrifteten �Ubergang wof�ur in �HML die FormelhTeeitt steht. Etwas komplizierter wird schon die Eigenschaft, da� auf allen Pfaden dieseEigenschaft unendlich oft auftritt. Intuitiv hei�t \unendlich oft" dasselbe wie \immerwieder '" oder, anders ausgedr�uckt \es ist immer der Fall, da� irgendwann ' zutri�t",wobei ' f�ur hTeeitt steht.Zun�achst wenden wir uns dem \f�ur alle Pfade gilt immer '1" zu. Das bedeutet, jetztgilt '1 und nach allen �Uberg�angen gilt '1 wiederum und nach allen weiteren �Uberg�angenerneut usw. Als rekursive Formel hei�t dies:�X:'1 ^ [�]XNun zu \Auf allen Pfaden gilt irgendwann '2" oder etwas n�aher an der rekursiven �HML-Formel: \Es gilt '2 jetzt oder nach allen �Uberg�angen gilt '2 irgendwann". Das legtfolgende Formulierung nahe: �X:'2 _ [�]X:



3.3. BEISPIELE 31p `� �X:(�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y )) ^ [�]Xp `D1 Up `D1 (�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y )) ^ [�]Up `D1 �Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y ) p `D1 [�]Up `D2 V1 p0 `D1 Up `D1 hTeeitt _ (h�itt ^ [�]V1) p `D1 (�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y )) ^ [�]Up `D1 h�itt ^ [�]V1 p0 `D1 �Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y ) p0 `D1 [�]Up `D1 h�itt p `D1 [�]V1 p0 `D2 V2 p `D1 Up0 `D1 tt p `D1 V1 p0 `D2 hTeeitt _ (h�itt ^ [�]V2)p0 `D1 hTeeitt _ (h�itt ^ [�]V1) p0 `D2 hTeeittp `D1 hTeeitt p `D2 ttp `D1 tt Abbildung 3.5: BeispielableitungDies ist jedoch nicht ganz das Gew�unschte. Zum Beispiel erf�ullt ein Transitionssystemmit nur einem Zustand und ohne �Uberg�ange diese Formel, auch wenn der einzige Zustanddie Eigenschaft '2 nicht besitzt. Der Grund liegt darin, da� ein Zustand die Formel [�] insbesondere auch dann erf�ullt, wenn er keine �Uberg�ange besitzt. Was also tats�achlichformuliert wurde, ist \Auf allen Pfaden gilt irgenwann, da� '2 zutri�t oder da� keineFortsetzung mehr m�oglich ist". Dies l�a�t sich leicht dadurch beheben, da� man mittelsh�itt explizit die Existenz eines �Uberganges fordert. Damit bekommt man:�X:'2 _ (h�itt ^ [�]X)Setzt man beide Formel zusammen, so erh�alt man die gew�unschte Formel:�X:(�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�]Y )) ^ [�]XDiese Eigenschaft soll vom Proze� p des Transitionssystems aus Abbildung 3.4 nachgewie-sen werden. Mit Hilfe der Regeln aus Abbildung 3.1 generiert man nun das Tableau. Andessen Wurzel steht das zu zeigende Ziel. Diese Ableitung ist in Abbildung 3.5 dargestellt.Eine kleine Ungenauigkeit bleibt noch. In den Formeln haben wir die Proposition tt ver-wendet, obwohl �HML nach De�nition 2.24 diese gar nicht enth�alt. Vereinbarungsgem�a�steht tt f�ur die �HML-Formel �X:X, jedoch mu� noch nachgewiesen werden, da� man, wiees in der Ableitung geschehen ist, tats�achlich an Stellen q ` tt abbrechen darf, genauerge-sagt, da� man an diesen Stellen die Ableitung erfolgreich fortsetzen k�onnte. Dies ist ausAbbildung 3.6 ersichtlich. Dabei steht D0 f�ur D � (U = �X:X). Damit ist das Blatt nachden Kriterien aus Abbildung 3.3 erfolgreich, unabh�angig von der Wahl von q. Entspre-chend l�a�t sich leicht zeigen, da� f�ur q ` � kein erfolgreicher Ableitungsbaum existiert,unabh�angig von der Wahl von q. Dabei steht � als Abk�urzung f�ur die Fixpunktformel�X:X.
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q `D �X:Xq `D0 Uq `D0 UAbbildung 3.6: Eine Ableitung f�ur q ` tt



Kapitel 4Beweissystem f�ur �HML4.1 EinleitungIn diesem Kapitel kommen wir nun zum Kern der Arbeit, dem Beweissystem f�ur �HML.Wir erweitern ein Gentzen-System f�ur den HML -Anteil der Sprache um Regeln zur Be-handlung von Fixpunkten, wobei wir die Idee des vorgestellten Model-Checkers verwenden.Dieses erweiterte System erlaubt, im Gegensatz zu Hilbert-Systemen, ein zielgerichtetesVorgehen bei der Beweisf�uhrung. Nach der Pr�asentation unseres Beweissystems zeigenwir dessen Korrektheit und Vollst�andigkeit f�ur einen eingeschr�ankten Teil von �HML. Anvergleichbaren Arbeiten gibt es eine Arbeit von Kozen [Koz83], die einen etwas st�arkereingeschr�ankten Teil des propositionalen �{Kalk�uls behandelt. Das System von [HN92], inder die Einschr�ankung von Kozen abgeschw�acht und sprachtheoretisch beschrieben wird,dient als Grundlage einer Implementierung, die in die Concurrency Workbench [CPS89]eingebunden wird. Diese Einschr�ankung haben wir f�ur unser System �ubernommen. F�urden vollen propositionalen �{Kalk�ul gibt es bisher nur ein automaten-theoretisches Ent-scheidungsverfahren [SE89].Im n�achsten Abschnitt stellen wir das eigentliche Beweissystem vor, also die Regelnsowie die Abbruch- und Erfolgsbedingungen. Das Kapitel schlie�t mit einem ausf�uhrlichenBeispiel, an dem wir die Arbeitsweise des Beweissystems demonstrieren.4.2 Das BeweissystemIn diesem Abschnitt stellen wir den Kern unserer Arbeit vor, ein Beweissystem f�ur �HMLt,den sogenannten trennenden Anteil von �HML. Dieses System ist ein Gentzen-artiger Se-quenzenkalk�ul, der es erlaubt, zielgerichtete Beweise f�ur die semantische Implikation zwi-schen Formeln zu f�uhren. Er basiert, wie die im Kapitel 3 behandelten Model-Checker aufdem Prinzip der Fixpunktinduktion, um die Fixpunktformeln zu behandeln. Bevor wir dasSystem selbst vorstellen, f�uhren wir noch einige Begri�e und notationelle Vereinbarungenein.Aussgehend von der De�nition der Erf�ulltheitsrelation j=T de�nieren wir zun�achst den33



34 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLBegri� der semantischen Folgerung, den wir ebenfalls durch j=T symbolisieren. Zwei For-malisierungen der semantischen Folgerungen bez�uglich Transitionssystemen sind �ublich.De�nition 4.1 T stehe f�ur ein einzelnes Transitionssystem und T stehe f�ur eine Mengevon Transitionssystemen.T j= ' :, 8p 2 PT : p j=T '' jj=T  :, 8T 2 T : wenn T j= ' dann T j=  ' j=T  :, 8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=T ' dann p j=T  Entsprechend sei � jj=T  bzw. � j=T  de�niert, wobei � f�ur eine Menge von �HML-Formeln steht. jj=T wird als globale, j=T als lokale semantische Implikation bezeichnet.O�ensichtlich folgt aus der lokalen Implikation die globale Implikation zwischen zwei For-meln. Wir interessieren uns im folgenden in unserem Beweissystem nur f�ur den loka-len Folgerungsbegri�, da durch ihn logische Folgerungen bez�uglich einzelner Zust�ande derTransitionssysteme, die wir als Prozesse ansehen, ausgedr�uckt werden.Die Implikationsrelation j=T (wie auch jj=T ) ist mit einer Menge von Transitionssyste-men parametrisiert. Je nachdem, wie man diese Menge w�ahlt, bekommt man unterschied-liche Relationen j=T und jj=T . W�ahlt man zum Beispiel TR als die Menge von Transi-tionssystemen, deren �Ubergangsrelation a�! re
exiv ist, so gilt beispielsweise [a]' j=TR ',eine Implikation, die nicht gilt, wenn man beliebige Transitionssysteme betrachtet. Beiuns steht T immer f�ur die Klasse aller Transitionssysteme �uber einem gegebenen AlphabetAct . Im folgenden schreiben wir oft j= anstelle von j=T .Das Beweissystem benutzt Sequenzen der Form � `D �, wobei D, wie im Model-Checker, f�ur eine Liste von Konstantendeklarationen steht. � und � bezeichnen endli-che Mengen von geschlossenen �HML-Formeln, die Konstanten enthalten d�urfen, die in Dde�niert sind. Wenn � = f
1; 
2; : : : ; 
ng und � = f�1; �2; : : : ; �mg, so steht die Sequenz� `D � f�ur das zu zeigende Ziel Vni=1
i j=D Wmj=1�j. Das bedeutet, Mengen auf der linkenSeite des `D stehen f�ur die Konjunktion ihrer Formeln, Mengen auf der rechten Seite f�urihre Disjunktion. Dabei sei auf zwei Sonderf�alle hingewiesen. Ist � beziehungsweise � leer,so steht � f�ur die leere Konjunktion, also f�ur tt, respektive � f�ur die leere Disjunktion,also f�ur �. Als weitere Abk�urzung verwenden wir ^� f�ur Vni=1
i und _� f�ur Wmj=1�j.Die syntaktische Identit�at von �HML-Formeln bezeichnen wir mit � . Bei gegebenerDeklarationsliste D f�ur Fixpunktformeln steht D(') f�ur die Formel, bei der alle Konstan-ten durch die Fixpunktformeln entsprechend ihrer Deklaration in D ersetzt werden, bisdie Formel keine Konstanten mehr enth�alt. F�ur Formelmengen � ist D(�) elementweisede�niert. Die semantische Implikation bez�uglich einer Konstantendeklaration � j=D � stehtdann als Abk�urzung f�ur D(�) j=D(�). Ein wichtiger Begri� im Zusammenhang mit denDeklarationslisten ist die sog. syntaktische �Aquivalenz von Formeln und Sequenzen.De�nition 4.2 (Syntaktische �Aquivalenz)� Zwei Formeln '1 und '2 hei�en syntaktisch �aquivalent bez�uglich einer Konstanten-deklaration D, wenn gilt:'1 'D '2 :, D('1) � D('2):



4.2. DAS BEWEISSYSTEM 35� Zwei Formelmengen � = f
1; : : : ; 
ng und �0 = f
01; : : : ; 
0mg hei�en syntaktisch �aqui-valent bez�uglich einer Konstantendeklaration D, wenn gilt:� 'D �; :, D(�) = D(�0) ;wobei = die Mengengleichheit ist:� Zwei Sequenzen � `D1 � und �0 `D2 �0 hei�en syntaktisch �aquivalent, wenn gilt:� `D1 � ' �0 `D2 �0 :, D1(�) = D2(�0) und D1(�) = D2(�0):Man beachte, da� zwei syntaktisch �aquivalente Formel bzw. Formelmengen auch seman-tisch �ubereinstimmen. Diese De�nition der syntaktischen �Aquivalenz werden wir sp�aterin der Beschreibung der Abbruchkriterien verwenden. Ebenfalls in den Abbruchkriteri-en ben�otigen wir eine Notation f�ur die Negation einer Formel, da wir keinen explizitennicht-Operator haben; wir werden dann ' f�ur die duale Formel von ' schreiben.Zum Abschlu� m�ussen wir nun noch pr�azisieren, welche Teilsprache von �HML wirbetrachten. Der sogenannte trennende Anteil, f�ur den unser System korrekt und vollst�andigist, wird in [HN92] folgenderma�en de�niert.De�nition 4.3 (Aktive Variable) Sei ' eine geschlossene Formel und  eine eineechte Unterformel von ', mit  � ' abgek�urzt. Dann bezeichnen wir mit V' dieListe aller Fixpunktvariablen, die zwischen  und ' liegen: V' = (Xn; : : : ;X1) mit' � �Xn:�n � : : : � �X1:�1 �  . Eine Variable Xi aus V' hei�t aktiv in  , falls [X1 := �X1:�1] : : : [Xi�1 := �Xi�1:�i�1] ein freies Vorkommen von Xi enth�alt. Dabeisteht � f�ur den gr�o�ten oder kleinsten Fixpunkt.De�nition 4.4 (Erreichbarkeitssprache) Sei �hi := fhaija 2 Ag und �[ ] := f[a]ja 2Ag sowie � := �hi [ �[ ]. Die Erreichbarkeitssprache von X bez�uglich einer Unterformel � '(X), L(X; ) � �� wird induktiv de�niert durch:1. L(X; ) = ;, falls X nicht aktiv in  .2. L(X;X) = f"g, wobei " das leere Wort ist.3. L(X; 1 _ 2) = L(X; 1) [ L(X; 2):4. L(X; 1 ^ 2) = L(X; 1) [ L(X; 2):5. L(X; hai 0) = hai � L(X; 0) = fhaiw; w 2 L(X; 0)g6. L(X; [a] 0) = [a] � L(X; 0) = f[a]w; w 2 L(X; 0)g7. L(X;�Y: 0) = L(Y;  0)� � L(X; 0):8. L(X;Y ) = L(Y;  0)� �L(X; 0), wobei �Y: 0 � ' die zu Y geh�orende Fixpunktformelist.



36 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLDe�nition 4.5 (�HMLt)� Zwei Symbole �1 und �2 aus � hei�en linkstrennend, wenn �1 6= �2 oder �1; �2 2 �hi.Dual dazu hei�en sie rechtstrennend, wenn �1 6= �2 oder �1; �2 2 �[ ]� Zwei W�orter v = v1v2 : : : vk und w = w1w2 : : :wl aus �� hei�en linkstrennend (resp.rechtstrennend), wenn es ein 1 � i � min(k; l) gibt, bei dem vi und wi linkstrennend(resp. rechtstrennend) sind.� Zwei Formeln ' und  hei�en bez�uglich der Variablen X rechtstrennend (resp.linkstrennend), wenn in ihren Erreichbarkeitssprachen L(X; ) und L(X;') jedesw1 2 L(X; ) von jedem w2 2 L(X;') rechtstrennend (resp. linkstrennend) sind.� Eine Formel ' der Sequenz � ` � hei�t trennend, wenn ' 2 � und alle Unterformelnder Form  1 ^  2 von ' linkstrennend bez�uglich aller ihrer aktiven Variablen sind,oder wenn ' 2 � und alle Unterformeln der Form  1 _ 2 von ' rechtstrennendbez�uglich aller ihrer aktiven Variablen sind.� Die Menge aller trennenden Sequenzen �uber �HML bezeichnen wir mit �HMLtDas besondere Verhalten von trennenden Formeln und Sequenzen bei der Generierungvon Tableaus benutzen wir in der Konstruktion des Korrektheitsbeweises.



4.2. DAS BEWEISSYSTEM 37Die RegelnMit Hilfe der Regeln des Beweissystems, die in Abbildung 4.1 zusammengefa�t sind, gene-riert man Ableitungsb�aume oder Tableaus, deren Wurzel mit der zu beweisenden Implika-tion beschriftet ist.Die ersten vier Regeln sind die �ublichen Regeln zur Behandlung der logischen Kon-nektive ^ und _ in Gentzensystemen. Die Regeln ( ^ ` ) und ( ` _ ) sind dabei nursyntaktische Umformungen, da eine Formelmenge auf der linken Seite des ` f�ur die Kon-junktion und auf der rechten Seite f�ur die Disjunktion ihrer Formeln steht. Die Behandlungder Disjunktion in Regel ( ` _ ) vergleiche man insbesondere mit der Regel f�ur das _ imModelchecker aus 3.1.Die Regeln ( ` ^ ) und ( _ ` ) spalten ein Ziel in je zwei Unterziele auf. Zum Beispielwerden aus dem Ziel, `^� impliziert _� _ ('1 ^ '2)' , die zwei Unterziele `^� impliziert_� _'1' und `^� impliziert _� _'2'.Die Regeln (weak1) und (weak2) sind Abschw�achungsregeln f�ur die linke und die rechteSeite. Man zeigt das Unterziel, um dann daraus das abgeschw�achte Ziel zu folgern.Die Regeln (hai ` ) und ( ` [a]) sind dual zueinander und befassen sich mit der Be-handlung der Modaloperatoren [a] und hai. Mit der Regel (hai ` ) zum Beispiel will manaus der Existenz eines a- �Ubergangs, nach dem ' gilt, sowie der Tatsache, da� nach allena- �Uberg�angen die Formeln aus � gelten, folgern, da� es einen a- �Ubergang gibt, nach demeine der Formeln aus � gilt. Aus der Vorraussetzung wei� man, da� es einen a- �Uberganggibt, nach dem sowohl ' als auch alle 
 aus � gelten. Kann man dann das Unterziel�; ' `D � zeigen, so gilt nach diesem a- �Ubergang eine der Formeln � aus �. Damit ist dasurspr�ungliche Ziel gezeigt.Die letzten vier Regeln behandeln die Fixpunktoperatoren � und � und zwar in �ahn-licher Weise, wie dies beim Model-Checker in Kapitel 3 geschehen ist. Beim Auftretenvon Fixpunktformeln auf der linken oder auf der rechten Seite einer Sequenz werden neueKonstanten eingef�uhrt (Regeln (� ` ) und ( ` �)), deren Deklaration in D0 festgehaltenwird. Die Konstanten k�onnen dann nach den Regeln (Konst ` ) und ( ` Konst) gem�a�ihrer Deklaration expandiert werden, was der Abwicklung der Fixpunke entspricht. Klein-ste und gr�o�te Fixpunkte werden von den Regeln dabei auf beiden Seiten des ` v�olliggleichbehandelt. Der Unterschied zwischen den Fixpunkten auf der linken und der rechtenSeite der Sequenz tritt sp�ater bei der Beurteilung des Erfolges einer Ableitung auf.



38 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HML( ^ ` ) �; '1 ^ '2 `D ��; '1; '2 `D �( ` _ ) � `D �; '1 _ '2� `D �; '1; '2( ` ^ ) � `D �; '1 ^'2� `D �; '1 � `D �; '2( _ ` ) �; '1 _ '2 `D ��; '1 `D � �; '2 `D �(weak1) �; ' `D �� `D �(weak2) � `D �; '� `D �(hai ` ) hai'; f[a]
; 
 2 �g `D fhai�; � 2 �g';� `D � a 2 Act( ` [a]) f[a]
; 
 2 �g `D [a]'; fhai�; � 2 �g� `D ';� a 2 Act(� ` ) �; �X:' `D ��; U `D0 � �X:' 2 f�X:'; �X:'gD0 = D � (U = �X:')Uneue Konstante( ` �) � `D �; �X:'� `D �; U �X:' 2 f�X:'; �X:'gD0 = D � (U = �X:')Uneue Konstante(Konst ` ) �; U `D ��; '[X := U ] `D � �X:' 2 f�X:'; �X:'g(U = �X:') 2 D( ` Konst) � `D U;�� `D '[X := U ];� �X:' 2 f�X:'; �X:'g(U = �X:') 2 DAbbildung 4.1: Regeln des Beweissystems



4.2. DAS BEWEISSYSTEM 39Abbruch und ErfolgUm das Beweissystem zu vervollst�andigen, mu� man, wie beim Model-Checker, noch an-geben, wann man mit der Anwendung der Regeln, das hei�t der Generierung von neuenUnterzielen, abbricht.BeimAbbruch der Regelanwendung unterscheidet man drei F�alle (siehe Abbildung 4.2):1. Gentzen-Abbr�uche(a) �; ' `D �; '(b) �; '; ' `D �(c) � `D �; '; '2. Keine weitere Regelanwendung m�oglich (; `D ;)3. Erfolgreich Fixpunkt-Induktion(a) Man tri�t auf eine Sequenz �; U `D � mit U = �X:' 2 Dund oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit�0; U `D0 �0 beschriftet ist, wobei �0 syntaktisch �aquivalent zu � und �0syntaktisch �aquivalent zu � ist und U mindestens einmal abgewickeltwurde.(b) Man tri�t auf eine Sequenz � `D U;� mit U = �X:' 2 Dund oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit�0; U `D0 �0 beschriftet ist, wobei �0 syntaktisch �aquivalent zu � und �0syntaktisch �aquivalent zu � ist und U mindestens einmal abgewickeltwurde.Abbildung 4.2: Abbruchbedingungen des BeweissystemesIn Fall 1 bricht man ab, da man gem�a� der Aussagenlogik auf ein wahres Blatt gesto�enist, da die Bl�atter f�ur die g�ultigen Implikationen ^� ^' j=D ' __� bzw. ^� ^ ' ^' j=D _�bzw. ^� j=D ' _ ' __� stehen. In Fall 2 mu� man notgedrungen abbrechen, da keineweitere Regel mehr anwendbar ist. Solch ein Blatt entspricht semantisch tt j= � und istsomit erfolglos.3(a) und 3(b) sind die interessanten F�alle. Man ist bei der Ableitung auf eine seman-tische Situation gesto�en, die im Baum in �aquivalenter Form schon einmal aufgetretenist. Aufgrund der Art der Fixpunkte und ihrer Abwicklung hat man hier eine erfolgreichFixpunkt-Induktion durchgef�uhrt. Die Nebenbedingung, da� der Fixpunkt zwischen demersten und dem zweiten Auftreten der Sequenz einmal abgewickelt wurde, ist n�otig, da dieseAbwicklung dem Induktionsschritt bei der Fixpunktinduktion entspricht. Im einfacherenund in der Anwendung der Regeln determinitischeren Model-Checker ist diese Bedingungautomatisch erf�ullt. Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen unserem Beweissystem



40 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLund dem Model-Checker ist, da� wir bis auf den trivialen negativen Abbruch ; `D ; keinenegativen Abbr�uche haben, also insbesondere nicht festlegen, wann ein Fixpunktinduktionerfolglos durchgef�uhrt wurde. Dadurch gibt es in unserem System auch unendliche Table-aus, also Tableaus mit wenigstens einem unendlichen Pfad. Somit erhalten wir auch eineetwas modi�zierte Charakterisierung wann ein Tableau erfolgreich ist.De�nition 4.6 Ein maximales Tableau hei�t erfolgreich, wenn alle Pfade endlich sind undkein Blatt mit ; `D ; beschriftet ist.Die beweistheoretische Implikation ist dann wie folgt de�niert.De�nition 4.7 (beweistheoretische Implikation)� ` � :, Es gibt ein erfolgreiches Tableau mit � `� �an der Wurzel.F�ur dieses System werden wir zeigen, da� es korrekt und vollst�andig f�ur �HMLt ist.Theorem 4.8 (Korrektheit und Vollst�andigkeit) F�ur beliebige trennende Sequenzen� ` �: � ` � gdw. � j=�:In den Abschnitten 5.1 und 5.2 beweisen wir dieses Theorem.4.3 BeispieleDie Arbeitsweise des Beweissystemes soll nun noch zum Abschlu� anhand eines Beispielesgezeigt werden. Zu beweisen sei die folgende Aussage: \Wenn es einen Pfad gibt, beidem die Eigenschaft ' unendlich oft gilt, so existiert ein Pfad, auf dem es immer eineFortsetzung gibt, in der irgendwann ' gilt"Erstere Eigenschaft sei mit '1, letztere mit '2 abgek�urzt. Zun�achst m�ussen die beidenEigenschaften in �HML �ubersetzt werden. Im Falle von '1 soll dies etwas ausf�uhrlicher ge-schehen. Dabei ist es vorteilhaft, das Vorgehen hier mit der Herleitung der �HML-Formelaus Abschnitt 3.3 zu vergleichen. Obwohl die Eigenschaft dort (\Auf allen Pfaden giltunendlich oft") sehr �ahnlich klingt, macht die Formel '2 jetzt deutlich mehr Schwierigkei-ten. Wir werden sehen, warum. Wie formuliert man also \Es gibt einen Pfad, bei dem dieEigenschaft ' unendlich oft gilt"? Intuitiv kann die Eigenschaft \unendlich oft '" wiederdurch \immer ist es der Fall, da� irgendwann ' gilt" ausgedr�uckt werden.Also versuchen wir zun�achst zu formulieren, da� es einen Pfad gibt, bei dem eineEigenschaft  immer gilt. Das bedeutet dasselbe, wie \ gilt jetzt und es gibt einendirekten Nachfolger, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem  immer gilt". Daslegt folgende rekursive �HML-Formel nahe:�X: ^ h�iX



4.3. BEISPIELE 41Leider dr�uckt diese Formel eine etwas st�arkere Eigenschaft aus, n�amlich \Es gibt einenunendlichen Pfad , bei dem  immer gilt". Pr�aziser in Worten ausgedr�uckt lautet diegew�unschte Eigenschaft n�amlich: \Jetzt gilt  und wenn es einen Nachfolger gibt, so isteiner darunter, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem  immer gilt". In Formeln:�X: ^ ([�]� _ h�iX)Dies entspricht dem Branching-Time-Operator 9G , der bereits in Kapitel 2 erw�ahnt wur-de. Einfacher zu formulieren ist die Eigenschaft, da� es einen Pfad gibt, bei dem irgendwanneinmal ' gilt, n�amlich durch �X:' _ h�iX. Setzt man nun beide Formeln zusammen, sobekommt man f�ur '1 �X:(�Y:' _ h�iY ) ^ ([�]� _ h�iX)Dr�uckt dies nun die gew�unschte Eigenschaft '1 aus? Leider nein. Man hat im Grunde infalscher Form �uber die Pfade quanti�ziert, genauer gesagt, hat man zwar formuliert, da�es einen Pfad gibt, bei dem immer gilt, da� es eine Fortsetzung gibt, auf der irgendwann' gilt, jedoch nicht, da� es immer noch derselbe Pfad ist. Man hat folglich mit dieserFormel die Eigenschaft '2, nicht jedoch '1 beschrieben. Zum Beispiel erf�ullt der Proze�p in folgendem Transitionssystem diese Eigenschaft '2 (wobei q die Eigenschaft ' erf�ullt,p hingegen nicht), aber es gibt o�ensichtlich von p ausgehend keinen Pfad, bei dem 'unendlich oft gilt. qp -a��-a qqDie Existenzquanti�zierung in diesem Beispiel wird duch den Modaloperator h�i erreicht;um allerdings auszudr�ucken, da� das \immer" und das \irgendwann" sich auf die Exi-stenz desselben Pfades beziehen, darf man beide Fixpunkte, den gr�o�ten f�ur das \immer"und den kleinsten f�ur das \irgendwann" nicht voneinander trennen, sondern beide m�ussenverschr�ankt auftreten.Das Problem soll nun etwas anders formuliert werden. \Es gibt einen Pfad, bei demunendlich oft ' gilt" hei�t, \Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ' gilt und von dieserStelle aus gibt es wiederum einen Pfad, bei dem irgendwann ' gilt" und dies unendlich oft.\Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ' und X gilt", k�onnen wir bereits hinschreiben:�(X) = �Y:(' ^X) _ h�iYDas durch � geforderte Verhalten soll nun unendlich oft hintereinander m�oglich sein. Diesdr�uckt man durch einen gr�o�ten Fixpunkt aus:�X:�(X) = �X:�Y:(' ^X) _ h�iY



42 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLDies ist allerdings immer noch nicht ganz richtig. Die Bedeutung dieser Formel ist zwar inder Tat, da� irgendwann ' gilt und von dort wieder irgendwann und unendlich oft so weiter.Der Fehler liegt diesmal bei dem \Irgendwann" denn es bedeutet \Jetzt oder irgendwannsp�ater". Damit besitzt zum Beispiel ein Proze�, der aus nur einem Zustand besteht, f�urden die Eigenschaft ' erf�ullt ist, und der keine �Uberg�ange hat, diese Eigenschaft �X:�(X).Wenn man nun noch das \irgendwann" durch \irgenwann au�er jetzt" ersetzt, hat mannun endlich und tats�achlich die Eigenschaft '1:'2 = �X:h�i�(X) = �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )Dieses ausf�uhrliche Beispiel zeigt zum einen, da� aufgrund der Ausdrucksst�arke der Lo-gik die Formulierung von Eigenschaften durchaus subtil sein kann. Insbesondere mu� man,da es sich bei �HML um eine Logik der verzweigten Zeit handelt, sorgf�altig beachten, �uberwelche Pfade man jeweils quanti�zieren will. Zum anderen scheint es, da� es interessanteEigenschaften gibt, bei denen man auf eine echte Verschr�ankung von Fixpunkten nichtverzichten kann.Zur�uck zum Beispiel. Nun soll, wie bereits zu Beginn des Abschnittes angek�undigt, ge-zeigt werden: '1 impliziert '2. Man beginnt also ein Tableau zu generieren, dessen Wurzelmit der zu zeigenden Implikation beschriftet ist. Die ersten vier Schritte behandeln die�au�eren Fixpunkte, f�ur die die Konstanten R und T eingef�uhrt werden. Deren Deklarati-on wird in D1 und D2 festgehalten, das hei�t D1 = ((R = �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )))und D2 = D1 � (T = �X:((�Y:' _ h�iY ) ^ ([�]� _ h�iX))) Danach werden die Konstantengem�a� ihrer Deklaration wieder expandiert. Die ersten Ableitungschritte lauten somit:�X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY ) `� �X:((�Y:' _ h�iY ) ^ ([�]� _ h�iX))R `D1 �X:((�Y:' _ h�iY ) ^ ([�]� _ h�iX))R `D2 Th�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D2 Th�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D2 (�Y:' _ h�iY ) ^ ([�]� _ h�iT )Das ^ auf der rechten Seite bewirkt nun eine Aufspaltung in zwei Unterziele, von denennur das erste, n�amlich h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D2 �Y:' _ h�iY weiterverfolgt werden soll.Durch passende Anwendung der Regeln f�ur die Behandlung der Fixpunkte sowie f�ur das _auf der rechten Seite und abschlie�ender Abschw�achung der rechten Seite bekommt man:h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D2 �Y:' _ h�iYh�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D3 U1h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D3 ' _ h�iU1h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D3 '; h�iU1h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D3 h�iU1In D3 wurde die Konstante U1 f�ur die Eigenschaft \Es gibt einen Pfad, auf dem irgendwanneinmal ' gilt" eingef�uhrt. Nun steht man zum ersten Mal im Verlaufe des Beweises vor ei-nem wirklichen Schritt in dem Sinne, da� nicht nur aus Buchhaltungsgr�unden Konstanten



4.3. BEISPIELE 43eingef�uhrt, Fixpunkte abgewickelt werden oder das Ziel entsprechend logischer Konnektivein Unterziele aufgespalten wird. Damit setzt sich die Ableitung wie folgt fort:h�i(�Y:(' ^R) _ h�iY ) `D3 h�iU1�Y:(' ^R) _ h�iY `D3 U1S1 `D4 U1(' ^R) _ h�iS1 `D4 U1Wiederum spaltet sich der Beweis auf: Der eine Zweig ' ^R `D4 U1 endet nach drei Schrit-ten erfolgreich mit der Sequenz ';R `D4 '; h�iU1. Der zweite Zweig ben�otigt noch einigeAbleitungsschritte bis eine Sequenz (S1 `D4 U1) auftaucht, die es bereits einmal weiter obengab. An dieser Stelle wird nach den Kriterien aus Abbildung 4.2 erfolgreich abgebrochen.h�iS1 `D4 U1h�iS1 `D4 ' _ h�iU1h�iS1 `D4 '; h�iU1h�iS1 `D4 h�iU1S1 `D4 U1In diesem Blatt ist auf der linken Seite die Konstante S1 enthalten, die f�ur einen kleinstenFixpunkt steht. Dar�uberhinaus wurde diese Konstante zwischen dem erstmaligen Auftetender Sequenz und diesem Blatt einmal expandiert. Damit ist das Blatt erfolgreich.In Abbildung 4.3 ist der gesamte Beweis mit den noch fehlenden Zweigen dargestellt.Dabei verzichten wir auf die explixite Angabe der Deklarationslisten Di. An den jeweiligenStellen ergeben sich diese durch die Hinzuf�ugung der Deklaration der entsprechenden neuenKonstanten.
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Abbildung4.3:Beispielableitung



Kapitel 5Die Korrektheit und Vollst�andigkeit5.1 Die KorrektheitIn diesem Abschnitt zeigen wir die Korrektheit des Beweissystems f�ur �HMLt. F�ur dieKonstruktion des Beweises ben�otigen wir einige Lemmata und S�atze, die wir jetzt erl�autern.Lemma 5.1 (Backward-Soundness) F�ur jede Regel aus Abbildung 4.1 folgt die Erf�ullt-heit des Zieles aus der Erf�ulltheit der entsprechenden Unterziele der Regel.Beweis zu 5.1F�ur die Regeln ( ^ ` ), ( ` _ ), (weak1) und (weak2) gilt die Aussage trivialerweise bzw.ist der entsprechende Beweis sehr einfach.Die Beweise f�ur die Regeln ( ` ^ ), ( _ ` ), (hai ` ) und ( ` [a]) sind Schlu�folgerungen derpropositionalen Logik zusammen mit Eigenschaften der Erf�ulltheitsrelation j=DT .( ` ^ ) Per Annahme gilt ^� j=D '1 _ _� und ^� j=D '2 __�. Zu zeigen ist, da� dann auch^� j=D ('1 ^'2)_� gilt. Es gilt per Annahme f�ur alle T 2 T und alle p 2 PT :( wenn p j=DT ^� dann p j=DT '1 __�) und( wenn p j=DT ^� dann p j=DT '2 __�)) (p6j=DT ^� oder p j=DT '1 __�) und (p6j=DT ^� oder p j=DT '2 __�)) (p6j=DT ^�) oder (p j=DT '1 __� und p j=DT '2 __�)) (p6j=DT ^�) oder (p j=DT ('1 __�) ^ ('2 __�))) (p6j=DT ^�) oder (p j=DT ('1 ^'2) __�)) wenn p j=DT ^� dann p j=DT ('1 ^'2) _ _�:Somit gilt dann also auch ^� j=D ('1 ^ '2)_�.( ` _ ) Der Beweis ist analog.(hai ` ) Per Annahme gilt ' ^^� j=D _�. Wir haben zu zeigen, da� dann auchhai' ^^f[a]
; 
 2 �g j=D _fhai�; � 2 �g gilt. Ausgeschrieben hei�t das:45



46 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEIT8T 2 T :8p 2 PT :wenn p j=DT hai' ^^f[a]
; 
 2 �g dann p j=DT W�2�hai�: Es geltealso f�ur beliebiges T 2 T und beliebiges p 2 PT :p j=DT hai' ^^f[a]
; 
 2 �g) p j=DT hai' ^ [a] V
2�
) 9p0 2 PT :p a�!p0 ^ p0 j=DT ' und 8p00 2 PT : wenn p a�!p00 dann p00 j=DT V
2�
) 9p0 2 PT :p a�!p0 und p0 j=DT ' ^ V
2�
) 9p0 2 PT :p a�!p0 und p0 j=DT _� (nach Vorraussetzung)) p j=DT hai_�) p j=DT W�2�hai�was zu zeigen war:( ` [a]) Der Beweis ist dual zu obigem Beweis.Bei den letzten vier Regeln (� ` ), ( ` �), (Konst ` ) und ( ` Konst) folgt die Back-wardsoundness wieder unmittelbar. Bei Regel (� ` ) und ( ` �) ist nichts zu zeigen. DerFixpunkt wird jeweils durch die entsprechende Konstante ersetzt, an der Semantik �andertsich dadurch nichts.In Regel (Konst ` ) und analog in Regel ( ` Konst) wird ein Fixpunkt abgewickelt; dashei�t, es wird die Formel �X:'(X), f�ur die U steht, durch '(�X:'(X)) ersetzt, was '[X :=U ] entspricht. Da �X:'(X) einen Fixpunkt darstellt, gilt [[ �X:'(X) ]] = [['(�X:'(X)) ]].�Die somit bewiesene Backward-Soundness ist ein wichtiger Ansatzpunkt in der Kon-struktion des Korrektheitsbeweises, genauso wie die nun folgenden Lemmata 5.3 und 5.4.F�ur deren Beweis verwenden wir die sog. �nite-model -Eigenschaft von �HML.Satz 5.2 (�nite - model - Eigenschaft) Sei ' eine �HML-Formel. Ist ' erf�ullbar, sobereits in einem Transitionssystem mit endlich vielen Zust�anden.Der Beweis f�ur diesen Satz �ndet sich in [SE89]. Dort wird diese Eigenschaft f�ur denmodalen �-Kalk�ul gezeigt. Damit gilt sie auch f�ur �HML, da �HML eine Unterlogik desPropositionale �-Kalk�uls ist mit tt und � als einzigen Propositionen.Eine wichtige Eigenschaft von Logiken mit der �nite-model-Eigenschaft ist die Tatsa-che, da� einen Formel bereits g�ultig ist, wenn sie in allen endlichen Modellen g�ultig ist.Aufgrund dieser Tatsache k�onnen wir die n�achsten beiden Lemmata zeigen.Lemma 5.3 F�ur beliebige endliche Formelmengen �;� � �HML und eine beliebige For-mel ' 2 �HML gilt:Wenn^� 6j=D �X:' __� dann existiert ein n 2 ! mit^� j=D �nX:' _ _� und ^� 6j=D �n+1X:' _ _�:Beweis zu 5.3



5.1. DIE KORREKTHEIT 47Sei also ^� 6j=D �X:' _ _� und gelte als Widerspruchsannahme8n 2 !: wenn ^� j= �nX:' __� dann ^� j= �n+1X:' __�: (1)Da �0X:' = tt, gilt auf jeden Fall ^� j= �0X:' __� und per Induktion somit8n 2 !: ^� j= �nX:' __�. Ausgeschrieben bedeutet das:8n 2 !:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann p j=DT �nX:' __� )8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann 8n 2 !:p j=DT �nX:' __�:Als Widerspruch zu Voraussetzung wollen wir jetzt folgern, da�8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann p j=DT �X:' _ _�was gleichbedeutend ist mit ^� j=D �X:' __�. Sei jetzt T 2 T ;p 2 PT und aufgrund derAnnahme (1) gilt: wenn p j=DT ^� dann 8n 2 !:p j=DT �nX:' __�. Wir machen nun eineFallunterscheidung, ob p endlich oder unendlich ist.Fall a): p ist ein endlicher Proze�. Damit ist ' stetig und nach Satz 2.26 gilt, da�p j=DT �X:' __� genau dann wenn 8n 2 !:p j=DT �nX:' _ _�.Also gilt:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� und p endlich dann p j=DT �X:' _ _�:Es gibt also zumindest keinen endlichen Proze�, der ein Gegenmodell zu^� j=D �X:' __� ist.Fall b): p ist ein unendlicher Proze�. Nun kann man, da ' nicht notwendigerweise stetigist, nicht direkt schlie�en, da�8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann p j=DT �X:' _ _�:Nimmt man f�ur p das Gegenteil an, n�amlichp j=DT ^� und p6j=DT �X:' __� so folgtp j=DT ^� und p j=DT (�X:' __�) und weiterp j=DT ^� ^ (�X:' _ _�):Das bedeutet, der unendliche Proze� p erf�ullt die Formel ^� ^ (�X:' __�) . Wegen Satz5.2 gibt es nun auch einen endlichen Proze� p, der dieselbe Formel erf�ullt. Das hei�t,p j=DT ^� und p6j=DT �X:' _ _� was im Widerspruch zu Fall a) steht. Somit haben wirgezeigt, da� aus der Annahme (1) folgt: ^� j=D �X:' __�. Dies widerspricht jedoch derVoraussetzung des Lemmas. �



48 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEITLemma 5.4 F�ur beliebige endliche Formelmengen �;� � �HML und eine beliebige For-mel ' 2 �HML gilt:Wenn ^� ^ �X:'6j=D _� dann existiert ein n 2 ! mit^� ^ �nX:' j=D _� und ^� ^ �nX:'6j=D _�:Beweis zu 5.4Sei also ^� ^ �X:'6j=D _� und gelte als Widerspruchsannahme8n 2 !: wenn ^� ^ �nX:' j= _� dann ^� ^ �n+1X:' j= _�: (2)Da �0X:' = �, gilt auf jeden Fall ^� ^ �0X:' j= _� und per Induktion somit8n 2 !: ^� ^ �nX:' j= _�. Ausgeschrieben bedeutet das:8n 2 !:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� ^ �nX:' dann p j=DT _� )8T 2 T :8p 2 PT : wenn (9n 2 !:p j=DT ^� ^ �nX:' dann p j=DT _�:Als Widerspruch zur Voraussetzung wollen wir wiederum schlie�en, da�8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� ^ �X:' dann p j=DT _�:was gleichbedeutend mit ^� ^ �X:' j=D _� ist. Sei wiederum T 2 T ;p 2 PT und auf-grund der Annahme (2) gilt: wenn 9n 2 !:p j=DT ^� ^ �nX:' dann p j=DT _�. Wie beimvorhergehenden Lemma machen wir wieder eine Fallunterscheidung, ob p endlich oderunendlich ist.Fall a): p ist ein endlicher Proze�. Dann ist ' stetig und es gilt nach Satz 2.26 und demanalogen Schlu� wie im vorhergehenden Lemma, da�8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� ^ �X:' dann p j=DT _�:Fall b): p ist ein unendlicher Proze�. In gleicher Weise wie im vorhergehendenLemma bekommt man aus der Widerspruchsannahme; da� p j=DT ^� ^ �X:' ^_�.Wegen Satz 5.2 gibt es dann auch wiederum ein endliches Modell p mitp j=DT ^� ^ �X:' und p6j=DT _� , was im Widerspruch zu Fall a steht. Somit ha-ben wir gezeigt, da� aus der Annahme (2) folgt:^� ^ �X:' j=D _�, was wiederum derVoraussetzung des Lemmas widerspricht. �Damit ist man nun in der Lage, die Korrektheit (die eine H�alfte von Theorem 4.8)zu zeigen. Die grundlegende Beweisidee, bei der wir uns an die Konstruktion im Kor-rektheitsbeweis des Model-Checkers in [SW89] angelehnt haben, ist folgende: Wir nehmenan, da� wir f�ur eine Sequenz ein erfolgreiches Tableau konstruiert haben, ohne da� dieder Sequenz entsprechende semantische Implikation g�ultig ist. Aufgrund der bewiesenen



5.1. DIE KORREKTHEIT 49Backward-Soundness der Regeln mu� dann bereits ein semantisch falsches Blatt existieren.Mittels eines Induktionsargumentes sowie mit Hilfe der Lemmata 5.3 und 5.4 zeigen wir,da� es dann unendlich viele falsche Bl�atter geben mu�, was imWiderspruch zu Endlichkeitdes erfolgreichen Tableaus steht.Beweis zu 4.8())Gegeben sei �0 ` �0, das hei�t es gibt ein erfolgreiches Tableau � mit der Wurzel �0 `� �0und nehmen an, da� �0 keine semantische Folgerung von �0 ist, also �0 6j=�0 gilt. Aufgrundder Backward-Soundess mu� es dann bereits ein semantisch falsches Blatt �0 j=D0 �0 geben.Dieses Blatt kann nicht von der Form �; ' `D ';�, � `D ';';� oder �; '; ' `D �sein, da f�ur solche Bl�atter die semantische Implikation trivialerweise immer gilt. Folglichmu� es von der Form � `D U;� bzw. �; U `D � sein, wobei die Konstante U und dieFormelmengen �;� die Erfolgsbedingungen aus Abbildung 4.2 erf�ullen.Unter allen semantisch falschen Bl�attern w�ahlt man nun eines, bei dem die KonstanteU die folgende Bedingung erf�ullt: Oberhalb der Einf�uhrung von U wurde keine andereKonstante U 0 eingef�uhrt, die ebenfalls zu eimen semantisch falschen Blatt f�uhrt. Wirhaben somit ein falsches Blatt und eine zugeh�orige Konstante ausgew�ahlt. Je nachdem, obdiese Konstante links oder rechts vom `D0 steht, unterscheiden wir zwei F�alle:Fall 1:Das ausgew�ahlte Blatt ist von der Form � `D U;�, wobei U dann gem�a� der Abbruch-kriterien f�ur einen gr�o�ten Fixpunkt steht. Die Sequenz, bei der das U zum ersten malauftaucht sei �0 `D0 U;�0. Der Teilbaum mit dieser Sequenz als Wurzel bezeichnen wirmit � 0.Dieser Teilbaum � 0 kann nun mehrere falsche Bl�atter der Form b� ` bD U; b� mit derselben Konstanten U enthalten. F�ur jedes dieser Bl�atter gilt also b� 6j= bD U; b�. Damit gibtes nach Lemma 5.3 f�ur jedes dieser Bl�atter ein n 2 ! mitb� j= bD �nX:' _ _b� und b� 6j= bD �n+1X:' __b�:Aus all diesen Bl�attern des Teilbaumes � 0 w�ahlt man nun ein Blatt � `D U;� mit mi-nimalem n. Nun transformiert man � 0 so, da� die Kontstante U an jeder Stelle durchdie endliche Approximation �nX:' ersetzt wird. Den neuen Baum nennen wir � 0�. Dadie Sequenzen im Tableau trennend sind, enthalten die Formelmengen � und � nicht dieKonstante U , so da� deren Semantik durch die Transformation nicht ver�andert wird. Diesist in Abbildung 5.1 dargestellt.In � 0� gilt entsprechend der Wahl des Blattes � j=D �nX:';� , das hei�t durch dieTransformation ist aus dem falschen Blatt � `D U;� in � 0 das wahre Blatt � `D �nX:';�in � 0� geworden. Ebenso ist jetzt auch der Knoten mit der Sequenz � `D00 �nX:';�in � 0� semantisch g�ultig. Der Nachfolgerknoten von � `D00 �nX:'� ist allerdings mit� `D00 '[X := �nX:'];� beschriftet und, da '[X := �nX:'] f�ur �n+1X:' steht, gem�a�der Wahl von n falsch. Aufgrund der Backward-Soundness mu� � 0� also mindestens einweiteres falsches Blatt besitzen. Dieses semantisch falsche Blatt stammt nicht von einem



50 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEIT
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AAAAAA�� 0 �0 `D0 U;�0� `D00 U;�� `D00 '[X := U ];�� `D U;����������� AAAAAAAAAA������ AAAAAA ���������� AAAAAAAAAA������ AAAAAA� 0� �0 `D0 �nX:';�0� `D00 �nX:';�� `D00 '[X := �nX:'];�� `D �nX:';�Abbildung 5.1: Skizze zum KorrektheitsbeweisFixpunktabbruch mit der Konstante U , da alle diese Bl�atter durch die Transformation unddie Wahl von n im neuen Baum g�ultig sind. Also mu� es ein anderes Blatt b� `D V; b� bzw.b�; V `D b�mit einer von U verschiedenenKonstante V geben, welches semantisch falsch ist.Dieses V mu�, aufgrund der Wahl von U , im Tableau unterhalb von U eingef�uhrt wordensein. Zusammen mit Fall 2 kann man nun die gesamte Konstruktion mit diesem Blattim Baum � 0� wiederholen. Das bedeutet jedoch, da� das urspr�ungliche Tableau unendlichviele verschiedene Konstanten enth�alt, was im Widerspruch zur Endlichkeit des Tableaussteht.



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 51Fall 2:Dieser Fall ist zum Fall 1 dual. Anstelle des gr�o�ten Fixpunktes auf der rechten Seite mu�man nun einen kleinsten Fixpunkt auf der linken Seite des `D behandeln. Man w�ahlt daskleinste n, f�ur das gilt: ^� ^ �nX:' j=D _� und ^� ^ �n+1X:'6j=D _� . Ansonsten funk-tionieren die �Uberlegungen genauso und man kann wiederum folgern, da� es ein weiteresfalsches Blatt mit einer anderen Konstante geben mu�, die nach U eingef�uhrt wurde.In beiden F�allen gibt es also in � 0� ein weiteres falsches Blatt mit einer Konstanten, dieerst in � 0 eingef�uhrt wurde. Somit kann man die gesamte Konstruktion in � 0� wiederho-len. Da Bl�atter, die in � 0� erfolglos sind auch insbesondere in � falsch sind, mu� es alsoim urspr�unglichen Tableau unendlich viele verschiedene Konstanten gegeben haben (dieinsbesondere zu semantisch falschen Bl�attern gef�uhrt haben). Dies steht aber im Wider-spruch zur Endlichkeit des Tableaus. Folglich sind auch die Bl�atter der Form � `D U;�bzw. �; U `D � g�ultig und somit wegen der Backward-Soundness auch die Sequenz an derWurzel des Tableaus. �5.2 Die Vollst�andigkeitNachdemwir die Korrektheit des Kalk�uls f�ur trennende Sequenzen gezeigt haben, beweisenwir nun die entsprechende Vollst�andigkeit. Im gesamten Abschnitt werden wir uns aufGrund der Symmetrie der Regeln (siehe Beobachtung 5.5) auf die Betrachtung der rechtenSeite des ` beschr�anken.Der klassische Beweisansatz um die Vollst�andigkeit einer Logik zu zeigen, ist i.A. fol-gender: man zeigt, da� jede konsistente1 Formelmenge ein Modell hat, was �aquivalent istzur Aussage: ist eine Formel nicht herleitbar, so ist sie auch nicht g�ultig, und es gibt somitein Gegenmodell f�ur die Formel.Um aus der Konsistenz einer Formel ein Modell f�ur diese Formel zu konstruieren, habenwir uns eine Konstruktion ausgedacht, die auf eine Fixpunkt-Elimination hinausl�auft. DieBeweisskizze sieht wie folgt aus: Eine konsistente Formel ' ist gegeben, ein Modell f�ur 'gesucht.1. Sukzessive Ersetzung der �-Fixpunkte in ' durch je eine geeignet gew�ahlte, endlicheApproximation. Die neue Formel '0 ist weiterhin endlich und konsistent, und enth�alth�ochstens noch �-Fixpunkte (Lemma 5.7).2. Wir ersetzen die Formel '0 durch die Formelmenge '01, die anstelle der �-Fixpunktejeweils alle endlichen Approximationen dieser Fixpunkte enth�alt. Diese Menge isti.A. unendlich und ist weiterhin konsistent (Lemma 5.11).3. Diese Menge '01, die wir endlich erzeugt nennen, besteht nur aus HML -Formeln.Da unser Beweissystem f�ur diesen Sprachanteil stark vollst�andig ist (Theorem 5.12),hat diese unendliche Menge auf Grund ihrer Konsistenz auch ein Modell.1Eine Formelmenge� hei�t ` -konsistent, gdw. es keine endliche Teilmenge f'1; '2; : : : ; 'ng � � gibt,so da� '1 _ : : : _ 'n ` �.



52 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEIT4. Mittels Filtration zeigen wir, da� endlich erzeugte HML -Formelmengen die soge-nannte small-model Eigenschaft (Korollar 5.19) besitzen. Somit bekommen wir einendliches Modell T f�ur '01.5. Auf endlichenModellen sind �-Fixpunkte und die Menge ihrer Approximationen abersemantisch �aquivalent. Somit ist T also auch ein Modell f�ur '0, und dann nat�urlichauch f�ur ', da T f�ur jeden �-Fixpunkt jeweils eine endliche Approximation erf�ullt.Folglich ist T das gesuchte Modell f�ur '.In der folgenden Beobachtung begr�unden wir, warum wir uns auf die Betrachtung derrechten Seite des ` beschr�anken k�onnen, und trotzdem eine Aussage f�ur das ganze Systemerhalten.Beobachtung 5.5 F�ur alle Formelmengen �;� � �HML gilt folgende �Aquivalenz:� ` � gdw. ` � _�Diese Eigenschaft, in der � die duale Formel zu � bezeichnet, besitzen alle Gentzen-Systeme mit :-Regel und auch unser System, da zu jeder Regel auch die duale Regel inunserem System enthalten ist; d.h., unsere Regeln sind unter Dualit�at abgeschlossen undgleiches gilt f�ur die Abbruch- und Erfolgs-Bedingungen.Der n�achste Satz bildet die Grundlage f�ur die Ersetzung von �-Fixpunkten in endlichenkonsistenten Formeln durch eine entsprechende Approximation. Dabei benutzen wir 6`'als Abk�urzung daf�ur, da� es kein erfolgreiches Tableau mit ; `� ' an der Wurzel gibt.Satz 5.6 F�ur jede Formel  (�X:') 2 �HML gilt:wenn 6` (�X:') dann 9n 2 !: 6` (�nX:')Beweis zu 5.6Es gilt 6` (�X:'), was hei�t, bei allen Tableaus f�ur  (�X:') gibt es mindestens ein nich-terfolgreiches Blatt ; ` ; oder einen unendlichen Pfad. Sei nun also das n gr�o�er alsj 2FL( (�X:') j und man versuche, ein erfolgreiches Tableau �1 f�ur die Sequenz ; `  (�nX:')zu entwickeln. Zugleich wende man jede Regel bei der Entwicklung von �1 in gleicher Weiseauch auf einen hierbei entstehenden Ableitungsbaum �2 f�ur ; `  (�X:') an. Dieser gleichtsomit �1 bis auf die Tatsache, da� der Fixpunkt �X:' in ersterem durch die Approximation�nX:' repr�asentiert wird und somit in letzterem an geeigneten Stellen die Regeln f�ur dieKonstanteneinf�uhrung ( ` �) bzw. Konstantenexpansion ( ` Konst) angewandt werden,w�ahrend dies in �1 nicht der Fall ist. Nun ist die Behauptung: in jedem der teilabgeleite-ten Tableaus �1 gibt es ein Blatt, welches nicht erfolgreich ist. Dazu betrachte man eineSequenz in �2, welche, fortgesetzt, zum Mi�erfolg f�uhren wird oder bereits selbst ein nich-terfolgreiches Blatt darstellt. Laut Annahme mu� es eine solche geben. Die entsprechendeSequenz in �1 kann dann kein erfolgreiches Blatt sein. Als Gegenteilsannahme sei diese



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 53Sequenz ein erfolgreiches Blatt und mu� mithin von einer der folgenden Formen sein:� ` ';';�. Die entsprechende Sequenz in �2 ist dann auch von dieser Form und ebenfallserfolgreich, ein Widerspruch.� ` U;� und erfolgreich aufgrund einer Wiederholung des Fixpunktes. Die Wiederholungbetri�t also nicht den \Fixpunkt" �nX:', die entsprechende Sequenz in �2 weist diese Wie-derholung in derselben Form auf und ist damit gleichfalls erfolgreich.� ` U;�, wobei das U als Konstante f�ur den Fixpunkt �X:X = tt steht, der durch dien-fache Abwicklung des �nX:' freigelegt wurde, also dem �0X:' entspricht. Dies jedochbedeutet, da� der Fixpunkt �X:' in �2 mehr als j 2FL( (�X:')) j mal abgewickelt wordensein mu�. Somit mu� es vor der Sequenz in �2 bereits eine erfolgreiche Wiederholung unddamit einen erfolgreichen Abbruch gegeben haben. �Korollar 5.7 (Abschlu� f�ur kleinste Fixpunkte) In einer konsistenten Formel sindalle kleinsten Fixpunkte durch geeignete Approximationen ersetzbar, ohne da� die Konsi-stenz verloren geht.Beweis zu 5.7Eine einfache Folgerung aus Satz 5.6. Kontrapositiv besagt dieser, da� aus der Konsistenzvon  (�X:') gefolgert werden kann, da� es ein endliches n gibt, soda�  (�nX:') ebenfallskonsistent ist. Damit lassen sich in einer Formel die kleinsten Fixpunkte sukzessive z.B. vonau�en nach innen ersetzen. Bei jeder einzelnen Ersetzung k�onnen weiter innenliegendenFixpunkte vervielf�altigt werden, durch die Endlichkeit der Approximationen endet derProze� jedoch nach endlicher Zeit. �Als n�achsten Konstruktionschritt im Vollst�andigkeitsbeweis wollen wir die �-Fixpunkteeliminieren. Dazu zeigen wir, da� man zu einer konsistenten Formelmenge �, die nur�-Fixpunkte enth�alt, beliebige Approximationen der Fixpunktformeln in die Menge mitaufnehmen kann, ohne die Konsistenz der Menge zu verlieren. F�ur den Beweis de�nierenwir uns zun�achst die Approximation einer Fixpunktformel und benutzen dann die folgendenzwei Lemmata.De�nition 5.8 (Diagonale Approximierung) Sei ' eine Formel aus �HML, wobeio.B.d.A. alle Rekursionsvariablen unterschiedlich seien. Exp(') sei dann diejenige For-mel, bei der alle Fixpunkte auf der obersten Ebene in ' genau einmal expandiert wurden.Appn(') ist nun in folgender Weise induktiv de�niert:Appn(tt) := ttAppn(�) := �Appn('1 ^'2) := Appn('1) ^Appn('1)Appn('1 _'2) := Appn('1) _Appn('1)Appn([a]') := [a]Appn(')Appn(hai') := haiAppn(')App0(�X:') := ttAppn+1(�X:') := Appn(Exp('))



54 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEITLemma 5.9 (Kompositionalit�at von ` ) F�ur beliebige Formeln der Gestalt � ='( 1;  2; : : :  n) und �0 = '( 01;  02; : : :  0n) aus �HML, wobei ' ein rein modaler Kontextist, gilt: Wenn f�ur alle i 2 f1; : : : ng gilt:  i `  0i, dann '( 1;  2; : : :  n) ` '( 01;  02; : : :  0n).Beweis zu 5.9Induktion �uber den Formelaufbau von '.1. ' = ;, dann ist nicht zu zeigen;2. ' = '1 _'2: '1 _ '2 ` '01 _ '02'1 ` '01 _'02 '2 ` '01 _'02'1 ` '01; '02 '2 ` '01; '02'1 ` '01 '2 ` '02wobei die beiden Unterziele per Induktionsannahme ableitbar sind.3. ' = '1 ^'2 '1 ^ '2 ` '01 ^ '02'1 ^'2 ` '01 '1 ^'2 ` '02'1; '2 ` '01 '1; '2 ` '02'1 ` '01 '2 ` '02wobei die beiden Unterziele per Induktionsannahme ableitbar sind.4. ' = hai'1 hai'1 ` hai'01'1 ` '01wobei das Unterziel per Induktionsannahme ableitbar ist.5. ' = [a]'1 [a]'1 ` [a]'01'1 ` '01wobei das Unterziel per Induktionsannahme ableitbar ist.6. ' = �X:'1 braucht man nicht zu betrachten, da dieser Fall laut Annahme ausge-schlossen ist. �Dieses Lemma ben�otigen wir im Beweis der folgenden Aussage.Lemma 5.10 F�ur alle Formeln ' 2 �HML gilt:8n 2 !:' ` Appn(')



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 55Beweis zu 5.10Sei ' von der Gestalt  (�X1: 1; : : : ; �Xm: m), wobei die �Xi: i s�amtliche Fixpunkteauf der obersten Ebene innerhalb von ' darstellen und somit  rein modal ist. We-gen Lemma 5.9 reicht es zu zeigen, da� f�ur jedes n sowie f�ur alle i 2 f1; 2; : : : ;mg gilt:�Xi: i ` Appn(�Xi: i). Dieses zeigen wir mittels Induktion �uber n.n = 0: �Xi: i ` tt gilt o�ensichtlich.n > 0: Zu zeigen ist also die Ableitbarkeit von �Xi: i ` Appn+1(�Xi: i),d.h. von �Xi: i ` Appn(Exp(�Xi: i)). Dabei ist �Xi: i von der Form�Xi: 0i(�Y1:�1; : : : ; �Yp:�p) wobei die �Yj :�j alle an oberster Stufe in-nerhalb von �Xi: i stehenden Fixpunktformeln sind und damit  0i reinmodal ist. Appn(Exp(�Xi: i)) ist damit gleich  0i(Appn(�Y1:�1[Xi :=�Xi: i]); : : : ; Appn(�Yp:�p[Xi := �Xi: i])). Per Induktionsannahme gilt f�ur al-le j 2 f1; : : : ; pg : �Yj :�j[Xi := �Xi: i] ` Appn(�Yi:�j[Xi := �Xi: j]) und mittelsLemma 5.9 die Behauptung f�ur n+ 1. �Mit Hilfe dieser Vorarbeiten k�onnen wir nun den zweiten wichtigen Satz f�ur die Fix-punktelimination zeigen.Satz 5.11 (Abschlu� f�ur gr�o�te Fixpunkte) F�ur alle konsistenten Formelmengen� [ f'g ist auch � [ f'g [ Sn2!fAppn(')g konsistent.Beweis zu 5.11Sei im Widerspruch dazu die Menge � [ f'g [ Sn2!fAppn(')g inkonsistent. Dann gibtes ein m 2 !, f�ur das die Menge � [ f'g [ Sn<mfAppn(')g noch konsistent ist, � [f'g [ Sn�mfAppn(')g jedoch inkonsistent. Aus dieser Tatsache und der propositionalenVollst�andigkeit des Systems folgt, da� dann � [ f'g [ Sn<mfAppn(')g [ fAppm(')gkonsistent sein mu� und damit auch f';Appm(')g. Dies steht im Widerspruch zu Lemma5.10. �Mittels der Lemmata 5.7 und 5.11 sind wir nun in der Lage, eine konsistente Formeldurch eine i.A. unendliche aber ebenfalls konsistente Menge von Approximationen zu er-setzen. Dabei ist die Reihenfolge der Ersetzung { zuerst werden alle kleinsten Fixpunktedurch jeweils eine passende endliche Approximation ersetzt und danach die gr�o�ten Fix-punkte durch eine passende unendliche Menge von Approximationen { von Bedeutung, dadie Existenz eines endlichen n f�ur die kleinsten Fixpunkte in Satz 5.6 davon abh�angt, da�die Formel bzw. die Formelmenge, in der ersetzt wird, endlich ist.Mit der Elimination sowohl der kleinsten als auch der gr�o�ten Fixpunkte sind wir beieiner konsistenten HML { Formelmenge angekommen. F�ur diesen Teil der Logik k�onnenwir dabei auf ein bekanntes Ergebnis zur�uckgreifen.



56 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEITTheorem 5.12 Das Beweissystem ist stark korrekt und vollst�andig f�ur HML 2.Dieses Ergebnis kann man in [Sti92] nachlesen.Aufgrund der starken Korrektheit und Vollst�andigkeit des Beweissystems f�urHML wissen wir, da� eine konsistente Formelmenge auch ein Modell besitzt. Da sichaber im Verlauf der bisherigen Konstruktion die Semantik beim �Ubergang von der ur-spr�unglichen �HML{Formel zu der endlich erzeugten Formelmenge ge�andert hat, reichtdie Existenz eines Modells f�ur die Menge der Approximationen alleine noch nicht aus.Damit die Semantik eines gr�o�ten Fixpunktes mit der Semantik der Menge aller seinerApproximationen �ubereinstimmt, ben�otigt man stetige Fixpunktoperatoren. Bei endlichenTransitionssystemen sind alle Fixpunktoperatoren stetig. Was wir also noch brauchen, istdie �nite{model Eigenschaft von HML1. Als HML1 bezeichnen wir die Menge der For-melmengen '1, die man erh�alt, wenn man in einer Formel ' ohne kleinste Fixpunkte diegr�o�ten Fixpunkte durch alle ihre Approximationen ersetzt. HML1 ist damit die Mengealler endlich erzeugten Formelmengen. Die �nite{model Eigenschaft gilt f�ur den modalen�{Kalk�ul [SE89], was aber an dieser Stelle nicht von Nutzen ist, da hieraus nicht auch die�nite{model Eigenschaft f�ur HML1 folgt. Wir beweisen die etwas st�arkere small{model{Eigenschaft f�ur HML1, die nicht nur die Existenz eines endlichen Modells fordert, sonderndar�uberhinaus einen funktionalen Zusammenhang zwischen der L�ange der zu erf�ullendenFormel und der Gr�o�e dieses Modells verlangt. Diese Eigenschaft von HML1 l�a�t sichnachweisen, indem man zeigt, da� sich aus jedem Transitionssystem, welches eine Formel-menge '1 erf�ullt, durch �Aquivalenzklassenbildung auf den Zust�anden, Filtrierung genannt,eines gewinnen l�a�t, welches '1 ebenfalls erf�ullt und dessen endliche Gr�o�e von der L�angeder Formel ' abh�angt3.Bevor wir die Filtrierung eines Transitionssystems de�nieren k�onnen, ben�otigen wirnoch den passenden �Aquivalenzbegri� auf den Zust�anden. Dazu dienen die drei folgendenDe�nitionen.De�nition 5.13 (Fischer-Ladner-Abschlu�) Der Fischer-Ladner-Abschlu� einer ge-schlossenen �HML-Formel ist die kleinste Menge von Formeln FL('), die folgende Bedin-gungen erf�ullt: ' 2 FL(')wenn '1 ^ '2 2 FL(') dann '1 2 FL(') und '2 2 FL(')wenn '1 _ '2 2 FL(') dann '1 2 FL(') und '2 2 FL(')wenn [a]' 2 FL(') dann ' 2 FL(')wenn hai' 2 FL(') dann ' 2 FL(')wenn �X: (X) 2 FL(') dann  (�X: (X)) 2 FL(')wenn �X: (X) 2 FL(') dann  (�X: (X)) 2 FL(')2Die starke Vollst�andigkeit impliziert die Kompaktheit der Logik. Diese hat zur Folge, da� man auchbei unendlichen Formelmengen aus der Konsistenz auf die Existenz eines Modells schlie�en kann.3Es sei darauf hingewiesen, da�, obwohl der modale �{Kalk�ul, also �HML, die small{model Eigenschaftbesitzt [SE89], dies sich jedoch nicht mittels Filtrierung beweisen l�a�t . Dies ist auf die Anwesenheit vonkleinsten Fixpunkten zur�uckzuf�uhren, deren Erf�ulltheit im �ltrierten, endlichen Transitionssystem verlorengeht.



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 57Der Fischer-Ladner-Abschlu� einer Formelmenge wird elementweise de�niert.De�nition 5.14 (Syntax von �HML) �HML ist die kleinste Menge von Formeln, diegem�a� folgender Syntax erzeugt werden:' := tt j � j '1 ^'2 j '1 _'2 j hai' j [a]' j �X:' a 2 ActDe�nition 5.15 (Fischer{Ladner{�Aquivalenz) Sei ' eine beliebige �HML{ Formel,T = (P; f a�!; a 2 Act g) ein Transitionssystem. Die durch den Fischer{Ladner{Abschlu�der Formel ' induzierte �Aquivalenzrelation � FL(') � P �P ist de�niert durch:p1 � FL(')p2 :, 8 2 FL('):p1 j=  gdw. p2 j=  Wir de�nieren das �ltrierte Transitionssystem aus T mittels �Aquivalenzklassenbildung aufden Zust�anden von T bez�uglich dieser �Aquivalenzrelation, die durch den Fischer-Ladner-Abschlu� 5.13 von ' induziert wird.De�nition 5.16 (Filtrierung eines Transitionssystems) Sei ' eine beliebige �HML{Formel und T = (P; f a�!; a 2 Act g) ein Transitionssystem. Das �ltrierte Transitions-system ist dann wie folgt de�niert:T=�FL(') := (P=�FL(') ; f a�!; a 2 Act g)P=�FL(') := f[p]�FL(') ;p 2 Pg[p]�FL(') a�![q]�FL(') :, 9p0 2 [p]�FL('):9q0 2 [q]�FL('):p0 a�!q0Es bleibt zu zeigen, da� das �ltrierte Transitionssystem die semantischen Eigenschaftenbez�uglich der Approximationen der Formeln in FL(') vom urspr�unglichen Transitions-system erbt. Diesem Nachweis dienen die folgenden zwei Lemmata.Lemma 5.17 Sei ' 2 �HML,  2 FL(') mit  =  0( 1; : : : ;  m), wobei  0 rein modalsei. Au�erdem seien die Transitionssysteme T und T=�FL(') gegeben. Dann gilt f�ur allep 2 P:wenn p j=  1 und wenn f�ur alle q 2 P und alle i 2 f1; : : : ;mg giltwenn q j=  i1 dann [q]�FL(') j=  i1dann [p]�FL(') j=  1Beweis zu 5.17Mittels Induktion �uber den Formelaufbau von  0.� Falls  0 leer ist, ist nichts zu zeigen.



58 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEIT�  0 = tt : trivial.�  0 = � : ebenso.�  0 = �1 ^�2 :p j= (�1 ^�2)1) p j= �11 ^�12) p j= �11 und p j= �12) [p]�FL(') j= �11 und [p]�FL(') j= �12 wegen der Induktionsannahmeund da �1; �2 2 FL(')) [p]�FL(') j= �11 ^�12) [p]�FL(') j= (�1 ^�2)1�  0 = �1 _�2 :p j= (�1 _�2)1) p j= �11 _�12) p j= �11 oder p j= �12) [p]�FL(') j= �11 oder [p]�FL(') j= �12 wegen der Induktionsannahmeund da �1; �2 2 FL(')) [p]�FL(') j= �11 _�12) [p]�FL(') j= (�1 _�2)1�  0 = [a]�Sei [q]�FL(') 2 P=�FL(') mit [p]�FL(') a�![q]�FL(') beliebig ;d.h., 9p0 2 [p]�FL('):9q0 2 [q]�FL('):p0 a�!q0:p0 j= ([a]�)1 (wegen p � FL(')p0)) p0 j= [a](�1)) q0 j= �1) [q0]�FL(') j= �1 wegen der Induktionsannahmeund da � 2 FL(')) [p0]�FL(') j= [a](�1)) [p0]�FL(') j= ([a]�)1�  0 = hai�:p j= (hai�)1p j= hai(�1)) 9q 2 P:p a�!q und q j= �1) [p]�FL(') a�![q]�FL(') und [q]�FL(') j= �1 wegen der Induktionsannahmeund da � 2 FL(')) [p]�FL(') j= hai(�1)) [p]�FL(') j= (hai�)1



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 59�Lemma 5.18 Sei ' 2 �HML, '0 2 FL('). Au�erdem seien wiederum die Transitions-systeme T und T=�FL(') gegeben. Dann gilt f�ur alle p 2 P:wenn p j=  1 dann [p]�FL(') j=  1



60 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEITBeweis zu 5.18Wir zeigen dies mittels Induktion �uber n und Induktion �uber s�amtliche gr�o�te Fixpunktegleichzeitig und benutzen dazu Appn('0) aus De�nition 5.8.8p 2 P:8n 2 !: wenn p j=Appn('0) dann [p]�FL(') j=Appn('0)Sei '0 von der Gestalt  (�X1: 1; : : : ; �Xm: m), wobei die �Xi: i s�amtliche Fixpunkteauf der obersten Ebene innerhalb von '0 darstellen und somit  rein modal ist. WegenLemma 5.17 reicht es zu zeigen, da� f�ur jedes n sowie f�ur alle i 2 f1; 2; : : : ;mg gilt: wennp j=Appn(�Xi: i) dann [p]�FL(') j=Appn(�Xi: i). Dieses zeigen wir mittels Induktion �ubern. � n = 0 : trivial.� n > 0 : Zu zeigen ist also die Folgerung:wenn p j=Appn+1(�Xi: i) dann [p]�FL(') j=Appn+1(�Xi: i)p j=Appn+1(�Xi: i)d:h: p j=Appn(Exp(�Xi: i))) p j=Appn( i[Xi := �Xi: i])Diese Formel  [Xi := �Xi: i] ist nun von folgender Form  0i(�Y1:�1[Xi :=�Xi: i]; : : : ; �Yp:�p[Xi := �Xi: i]), wobei die �Yj :�j[Xi := �Xi: i] wiederum alleFixpunkte der obersten Ebene sind. Damit gilt:p j=Appn( 0i(�Y1:�1[Xi := �Xi: i]; : : : ; �Yp:�p[Xi := �Xi: i]))) p j=  0i(Appn(�Y1:�1[Xi := �Xi: i]); : : : ; Appn(�Yp:�p[Xi := �Xi: i]))Da f�ur s�amtliche j 2 f1; : : : ; pg die Formeln �Yj :�j[Xi := �Xi: i] aus dem Fischer{Ladner{Abschlu� von ' sind, gilt aufgrund der Induktionsannahme und Lemma 5.17sofort: [p]�FL(') j=Appn+1(')Damit gilt die Induktionsaussage f�ur alle n und daher k�onnen wir schlie�en:p j= '01) 8n 2 !:p j=Appn('0)) 8n 2 !:[p]�FL(') j=Appn('0)) [p]�FL(') j= '01Der letzte Schritt ist durch die Endlichkeit des �ltrierten Modells gerechtfertigt. �



5.2. DIE VOLLST�ANDIGKEIT 61Korollar 5.19 (small{model Eigenschaft von HML1) 4 Sei '1 die von ' 2 �HMLendlich erzeugte Formelmenge. Ist '1 erf�ullbar, so ist sie auch erf�ullbar in einem Transi-tionssystem der Gr�o�e 2jFL(')j.Beweis zu 5.19Eine einfache Folgerung aus Lemma 5.17 und Lemma 5.18. Sei '1 mit ' 2 �HML erf�ull-bar, d.h., es gibt ein Transitionssytem T = (P; f a�!; a 2 Act g) und p 2 P mit p j= '1.Dann gilt [p]�FL(') j= '1, wobei [p]�FL(') ein Zustand aus dem endlichen, �ltrierten Transi-tionssystem T=�FL(') der Gr�o�e 2jFL(')j ist. �Theorem 5.20 (Vollst�andigkeit)wenn � j=� dann � ` �:Beweis zu 5.20Ausgehend von einer konsistenten Formel ' kann man nach Korollar 5.7 durch Ersetzungaller kleinsten Fixpunkte zu einer konsistenten Formel '0 aus �HML gelangen. Satz 5.11liefert eine konsistente Formelmenge f'0g[ Sn2!fAppn('0)g. Da Sn2!fAppn('0)g nur ausHML -Formeln besteht und konsistent ist, besitzt diese Formelmenge ein Modell. Diesesist ebenfalls ein Modell f�ur '01. Aufgrund der small{model{Eigenschaft von HML1 ausKorollar 5.19 ist dies auch ein Modell f�ur '0 und somit auch f�ur ', was den Beweis derVollst�andigkeit abschlie�t. �
4Die gleiche Aussage gilt auch f�ur �HML, da man die Filtrierung nach � FL(') auch hierf�urdurchf�uhren kann, d.h., die Lemmata 5.17 und 5.18 gelten auch f�ur �HML analog, wenn auch nicht f�ur�HML.



62 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLST�ANDIGKEIT



Kapitel 6AusblickIn den vorangehenden Kapiteln haben wir ein korrektes und vollst�andiges Beweissystemf�ur trennende Sequenzen der Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion vorgestellt, mit demman Verfeinerungsschritte beim Programmentwurf in dieser Logik auf ihre Korrektheit�uberpr�ufen kann.M�ogliche Erweiterungen der Arbeit sind einerseits der Ausbau der theoretischen Grund-lagen und zum anderen Arbeiten, die die Benutzbarkeit des Systems verbessern.Was die theoretischen Grundlagen betri�t, steht die Modi�kation der Beweisregelnim Vordergrund, um ein Beweissystem f�ur die gesamte Logik zu bekommen. Ein genaueCharakterisierung, wann ein Pfad in einem Tableau erfolglos ist, also die Beschreibungvon negativen Abbr�uchen w�are interessant im Hinblick auf die Endlichkeit der erzeugtenTableaus.Ein anderer wichtiger Erweiterungspunkt, um insbesondere die notwendigen Beweise beider Veri�kation eines Programms kurz und �ubersichtlich zu halten, betri�t das Vorgehenbei der Konstruktion und somit auch bei der Veri�kation von Verfeinerungsschritten. Umden Programmentwurf �uberschaubar zu machen, mu� man nicht nur schrittweise, sonderauch modular vorgehen. Dies bedeutet, da� die Programmentwicklung nicht so linear vor-genommen wird wie von uns vorgestellt, sondern da� es die M�oglichkeit gibt, eine Spezi�-kation in mehrere unabh�angige Teilspezi�kationen aufzuspalten. Zum Beispiel k�onnte mansich im Laufe der Programmentwicklung entscheiden, das gew�unschte Verhalten durch zweiparallelgeschaltete Prozesse zu implementieren. Daf�ur w�urde man die Spezi�kation in zweiTeilspezi�kationen aufspalten und durch einen Paralleloperator miteinander verkn�upfen.In dieser Vorgehensweise benutzt man also die Parallelschaltung als Modularisierungsope-rator f�ur Spezi�kationen. Andere aus der Proze�theorie bekannte Operatoren kann manin gleicher Weise verwenden. Um ein solches Vorgehen bei der Verfeinerung der Veri�kati-on zug�anglich zu machen, mu� man nun auch die Modularisierungs-Operatoren mit in dasBeweissystem aufnehmen, da man jetzt nicht mehr SP 0 j= SP , sondern SP 01 op SP 02 j= SPzeigen mu�. Das Ziel besteht also darin, f�ur einen geeigneten Satz von Modularisierungs-operatoren ein kompositionelles Beweissystem zu entwickeln. Logische �Aquivalente zu denbekannten Modularisierungs-Operatoren zu �nden, ist eine ebenso schwierige wie lohnen-de Arbeit. Insbesondere ist zu untersuchen, inwieweit kompositionelle Ans�atze, die es im63



64 KAPITEL 6. AUSBLICKBereich des Model-Checking [LX90] [Sti85] [Win90] bereits gibt, �ubertragbar sind.Weiterhin w�are es interessant zu untersuchen, wo genau �HML bez�uglich der Aus-drucksst�arke in der Hierachie von modalen und temporalen Logiken [Sti92] steht. Aus-drucksschw�achere Logiken, wie z.B. CTL� [EH86], lie�en sich dann mit Hilfe von Makro-de�nitionen wie in Beispiel 2.28 in �HML codieren. Das entwickelte Beweissystem k�onnteman dann auch f�ur die semantische Implikation in diesen Logiken benutzen, indemman diezu pr�ufende Implikation gem�a� der Makrode�nitionen in eine �HML Implikation �ubersezt.Eine andere Erweiterungsm�oglichkeit w�are die Ver�anderung des Operatorensatzeshai; [a] von �HML. Zum einen k�onnte man in den Modalit�aten kompliziertere Beob-achtungen zulassen, wie zum Beispiel Kausalit�aten und echte Parallelit�at, wodurch dannnat�urlich auch eine andere logische �Aquivalenz induziert w�urde. Ein Beweissystem f�ur dieseneue �Aquivalenz bek�ame man, indem man eine Axiomatisierung der angestrebten Verhal-tens�aquivalenz zu den bestehenden Regeln des Beweissystems hinzunimmt, um damit dieBeobachtungen in den Modalit�aten ver�andern zu k�onnen. Eine andere Modi�kation desOperatorensatzes w�are die Hinzunahme von z.B. relativierten Next- oder Vergangenheits-Operatoren , um in dieser modi�zierten Logik dann auch linear-time bzw. past-time Logi-ken kodieren zu k�onnen. F�ur diese neue Logik erh�alt man dann ein Beweissystem, indemman Regeln f�ur die neuen Modalit�aten hinzuf�ugt.Da die Beweise schnell lang und un�ubersichtlich werden, wie man in Abbildung 4.3sieht, ist eine Rechner-Unterst�utzung bei der Erstellung der Beweise w�unschenswert. UnserSystem war der Ausgangspunkt f�ur die Implementierung eines Beweissystems, mit demman vollautomatisch Verfeinerungschritte veri�zieren kann. Diese Implementierung wirdjetzt an gr�o�eren Beispielen, wie z.B dem Entwurf von asynchronen Schaltungen, auf seinePraxistauglichkeit hin �uberpr�uft [Rei92].
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