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Kapitel 1

Einfiihrung und Grundlagen

Hennessy-Milner-TLogik mit Rekursion (im weiteren pHMIL) ist eine sehr ausdrucksstarke
temporale Logik, die seit einigen Jahren fiir die Spezifikation verteilter Systeme eingesetzt
wird. Um aus einer kgHMT.-Spezifikation eine nachweislich korrekte Implementierung gemaf
der Methode der schrittweisen Verfeinerung entwickeln zu kénnen, bendtigt man ein Be-
weissystem, mit dem man zeigen kann,dafl eine verfeinerte Spezifikation die urspriingliche
Spezifikation erfiillt. In unserer Arbeit konstruieren wir ein Gentzen-System fiir pHMI.,
mit dem man zielgerichtet diese Beweise fithren kann und modifizieren es anschlielend, um
effizienter beweisen zu kénnen.

In diesem Abschnitt prézisieren wir unsere Vorstellung von schrittweiser Verfeinerung
und schrittweiser Verifikation und stellen die verteilten ProzeBisysteme vor, die uns als

Implementierungen dienen.

1.1 Schrittweise Verfeinerung und Verifikation

Es gibt prinzipiell zwei Vorgehensweisen, um aus einer anfanglichen Spezifikation eine Im-
plementierung zu entwickeln: die “Fin-Schritt-Methode” und die “Methode der Schrittwei-
sen Verfeinerung”. Bei der Ein-Schritt-Methode konstruiert man die Implementierung in
einem FEntwicklungsschritt aus der Anforderungsspezifikation. Die zugehorige Ein-Schritt-
Verifikation ist dann der direkte Beweis, daf} die Implementierung korrekt beziiglich dieser
Spezifikation ist.

Bei der Methode der Schrittweisen Verfeinerung ist die Idee, durch viele kleine
Implementierungs- und Verifizierungsschritte aus einer abstrakten Anforderungsspezifikati-
on (SFy) iiber korrekte Zwischenspezifikationen (S P;) ein ausfithrbares Programm (Impl)
7zu erzeugen. Bei diesem Vorgehen legt jeder Verfeinerungsschritt weitere Implementie-
rungsdetails des spateren Programms fest. Der Programmentwurf sieht schematisch dann

folgendermafBien aus:
S Py reei> SPp reei> oL ror> S P, ~ee> [mpl

Die Verfeinerungsrelation ~~~>> zwischen Spezifikationen definieren wir modelltheoretisch
als Modellinklusion. Das bedeutet, eine Spezifikation S P, verfeinert die Spezifikation
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SP;, wenn die durch [SP,y ] bezeichnete Modellmenge von SP, eine Teilmenge von
[ SP; ] ist; ein Prozef erfiillt eine Spezifikation, wenn er in der Modellmenge der Spezifika-
tion liegt.

So, wie man den Implementierungsprozefl hierbei in kleine Stiicke zerlegt, unterteilt
man auch den Korrektheitsbeweis von Impl beziiglich SPg in kleine Teilbeweise:

SPy<— SPi<—...... <« SP, < Impl

Dabei steht SP, «<— SP,; fiir den Beweis, dafi SP,.; die Spezifikation SFP; verfeinert.
Kann man die Korrektheit jedes Verfeinerungsschrittes zeigen, so hat man die Korrekt-
heit von [Impl beziiglich SF, gezeigt, da die Verfeinerungsrelation transitiv ist. Diese
Implementierungs- und Verifikations-Methodik liegt im weiteren unserer Arbeit zugrun-
de. Fiir das geschilderte Vorgehen bendtigt man im wesentlichen drei Dinge:

1. eine Menge von Modellen, die die moglichen Implementierungen darstellen,

2. eine formale Spezifikationssprache zur Beschreibung von Eigenschaften dieser Modelle
und

3. ein Beweissystem, mit dem man die Korrektheit der einzelnen Verfeinerungsschritte
zeigen kann.

1.2 Prozelisysteme

Die konkreten Modelle, die Spezifikationssprache und die Beweissysteme, die wir in unserer
Arbeit benutzen bzw. konstruieren werden, erlautern wir in den nichsten drei Abschnitten.

Die Modelle

Die Systeme, die wir im Laufe einer Programmentwicklung erzeugen wollen, bestehen aus
einer Anzahl von Prozessen, die miteinander und mit ihrer Umwelt kommunizieren. Diese
Prozesse bezeichnen wir mit p,q.r... . Durch Ausfithren von Aktionen, bezeichnet durch
a,b,c...aus einem gegebenen Aktionsalphabet, kann ein Prozefl zu einem neuen Prozefl mit
einem anderen Verhalten werden. Solche Ubergéinge beschreibt man durch eine Ubergangs-
relation p — q: der ProzeB p kann durch Ausfithren der Aktion a in den Prozef q iiber-
gehen. Das Verhalten eines Prozesses ergibt sich somit aus seinen moglichen Ubergiangen
7zu anderen Prozessen und dem Verhalten dieser Prozesse.

Die eigentlichen semantischen Modelle sind jetzt Strukturen, die solch ein Prozefiver-
halten beschreiben. Wir haben fiir unsere Arbeit Transitionssysteme [Plo81] gewdhlt. Ein
Transitionssystem T=( P, {25, a € Act }) ist dabei gegeben durch eine Zustandsmenge
P und Zustandsiiberginge —— zwischen den Zustinden. Das Verhalten eines Prozesses
wird durch einen Zustand und dem von diesem sog. Anfangszustand aus erreichbaren
Transitionssystem modelliert. Bei bekanntem Transitionssystem ist dann das Verhalten
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des Prozesses eindeutig durch diesen Zustand festgelegt. Deswegen verwenden wir im fol-
genden diese beiden Begriffe “Prozefl” und “Zustand im Transitionssystem®’ synonym und
meinen mit letzterem das von diesem Zustand aus erreichbare Transitionssystem. Die
Zustandsmenge P eines gegebenen Transitionssystems entspricht in dieser Sichtweise also
gleichzeitig einer Menge von Prozessen.

Je nachdem, an welchen Prozefeigenschaften man interessiert ist, definiert man eine
Verhaltensédquivalenz, die festlegt, wann zwei Prozesse dasselbe Verhalten zeigen. FEine
weit verbreitete Aquivalenz ist die Bisimulations-A quivalenz [Par81], die folgendermafien
auf Transitionssystemen definiert ist:

Definition 1.1 (starke Bisimulation) Gegeben  sei  ein  Aktionsalphabet  Act
sowie zwei Transitionssysteme Ty = (Py,{—,a € Act }) und Ty = (Py, {5, a € Act }).
Fine bindre Relation R C Py X Py ist eine starke Bisimulation, wenn fir alle (p,q) € R
qilt:

1. wenn p—=+p’, dann gibt es ein o mit q——q und (p’,q') € R,

2. wenn q——sq', dann gibt es ein p’ mit p——p’ und (p’,q’) € R.

Zwei Prozesse heiffen stark bisimulationsdquivalent, wenn eine starke Bisimulation R zwi-
schen ihnen existiert.

Man spricht hier von starker Bisimulation, weil alle Aktionen der Prozesse nach aufien
hin sichtbar sind. Diese Annahme werden wir stets machen, wenn von Zustandsiibergédngen
die Rede ist.

Somit haben wir jetzt festgelegt, was wir als Implementierungen betrachten wollen. Wie
man nun Kigenschaften solcher Transitionssysteme beschreibt, erlautern wir im néchsten

Abschnitt.

Der Spezifikationsformalismus

Fiir die Methode der schrittweisen Verfeinerung benétigen wir als nachstes einen geeigneten
Spezifikationsformalismus, um auf abstrakter Ebene Eigenschaften von Transitionssyste-
men formulieren zu konnen. Geeignet bedeutet hierbei, dafl der Formalismus ein moglichst
guter Kompromif} beziiglich der folgenden Kriterien ist:

1. ausdrucksstark: der Formalismus sollte maoglichst ausdrucksstark sein, um die
gewiinschten Eigenschaften der Prozesse prazise formulieren zu kénnen,

2. addquat und expressiv: er mufl mit der zugrundegelegten Verhaltensaquivalenz zwi-
schen Prozessen vertriaglich sein; das bedeutet einerseits, daff man keine Eigenschaft
formulieren kann, die zwei verhaltensdquivalente Modelle voneinander unterscheidet,
(Adaquatheit), daB andererseits jedoch stets Eigenschaften formulierbar sind, die zwei
nicht-Aquivalente Modelle voneinander unterscheiden (FExpressivitdt). Diese Begriffe
wurden von Pnueli in [Pnu85] vorgeschlagen.
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3. wverifizierbar: die Verfeinerungsrelation und der Formalismus sollten so gewédhlt sein,
dafl man die Verfeinerungsschritte auf ihre Korrektheit iiberpriifen kann.

Gemaf dieser Kriterien haben wir uns fiir Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion ent-
schieden. Diese Logik ist eine Frweiterung der multi-modalen Hennessy-Milner-Logik, die
Matthew Hennessy und Robin Milner in [HM85] fiir eine alternative Charakterisierung der
Bisimulation benutzt haben. Sie wird seit einigen Jahren auch fiir die Spezifikation von
verteilten Systemen benutzt.

Durch die Erweiterung um Rekursion wird aus der ausdrucksschwachen modalen Logik
HMI. eine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Die iiblichen Modelle temporaler To-
giken sind Kripke-Strukturen, eine Verallgemeinerung von Transitionssystemen. So kann
man einer pHMI.-Formel sehr natiirlich eine Menge von Prozessen (= Zustiande in einem
Transitionssystem) als formale Semantik zuordnen.

Somit haben wir jetzt auch einen Spezifikationsformalismus fiir den schrittweisen Pro-
grammentwurf. Die genaue Einordnung von pHMI, entsprechend der drei erwdhnten Kri-
terien erfolgt am Ende des 2. Kapitels, wenn wir die Grundlagen von pHMI. erértert

haben.

Das Beweissystem

Nachdem wir préazisiert haben, welche Modelle wir entwickeln wollen und von welchen Spe-
zifikationen wir ausgehen, bendtigen wir jetzt noch ein Beweissystem, mit dem man die
Korrektheit der Verfeinerungsschritte zeigen kann. Der Programmentwurf sieht schema-
tisch so aus:

Iy rees> Ty moo> L rooi> I ~oo> Impl

wobei I'; € uHMI., was modelltheoretisch der folgenden Sequenz entspricht:
[Tl 2T ]2 ... D [Tu]> Impl

Will man nun schrittweise verifizieren, dafl eine Implementierung p die Spezifikation T’y
erfiillt, also p € [T ], so treten zwei Teilaufgaben auf:

1. die Korrektheitsbeweise der einzelnen Verfeinerungsschritte I'; ~~~> 1", also die
Beweise fiir die Inklusionsbeziehung der zugehorigen Modellklassen [T, ] D [ T4 |

und

2. der Beweis fiir den letzten Verfeinerungsschritt ', ~~o> p, also der Nachweis, daf}
die Implementierung in der feinsten Modellklasse enthalten ist, also p € [T', ]

Der zweite Punkt wurde eingehend in den letzten Jahren unter anderem in [Cle90],
[TL.ar88], [SW89] und [Win89] untersucht. Fs wurden in diesem Zusammenhang zielgerichte-
te Beweissysteme konstruiert und implementiert. In Kapitel 3 erldutern wir stellvertretend
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eines der vorgeschlagenen Beweissysteme, die auf dem Prinzip der Fiapunktinduktion ba-
sieren. Die grundlegende Idee dieser sogenannten Model-Checker benutzen wir in Kapitel 4
fiir unsere eigentliche Arbeit: ein zielgerichtetes Beweissystem fiir die Verfeinerungsrelation
zwischen beliebigen uHMTI.-Spezifikationen. An vergleichbaren Arbeiten gibt es eine Arbeit
von Kozen [Koz83], die einen eingeschrankten Teil des propositionalen u Kalkls behandelt.
Das System von [HN92], in dem die Einschrankung von Kozen abgeschwacht wird, dient
als Grundlage einer Implementierung, die in die Concurrency Workbench [CPS89] einge-
bunden wird. Fiir den vollen propositionalen p Kalkiil ist nur ein automatentheoretisches

Entscheidungsverfahren bekannt [SES9].

Unsere Arbeit gliedert sich folgendermaflen: im zweiten Kapitel stellen wir Hennessy-
Milner-Logik mit Rekursion vor. Fiir diese Sprache priasentieren wir im 3.Kapitel den
Model-Checker, den wir als Anregung fiir unsere Arbeit benutzt haben. Den Kern dieser
Arbeit erlautern wir in Kapitel 4: ein Beweissystem fiir die Implikation zwischen Hennessy-
Milner-Formeln unter der Einschrénkung von trennenden Sequenzen. Der Beweis der Kor-
rekheit und Vollstandigkeit des Systems findet sich in Kapitel 5. Das 6.Kapitel beschaftigt
sich mit moglichen Erweiterungen der vorliegenden Arbeit.
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Kapitel 2

Hennessy-Milner-Logik mit
Rekursion

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel stellen wir zundchst die Hennessy-Milner-Logik ohne Rekursion [HM85]
vor, die wir mit HMI, abkiirzen. Sie bildet die Grundsprache unserer Spezifikationslo-
gik. Anhand von Beispielen erldutern wir, wie man mit HMI. Eigenschaften von Prozessen
beschreiben kann. Da die Ausdrucksstérke dieser Logik nicht ausreicht, um unendliches
Prozefiverhalten zu spezifizieren, erweitert man HMI, um die Moglichkeit zur rekursiven
Formulierung von HML -Formeln. Die dabei entstehende ausdrucksstarke temporale Logik
bezeichnen wir mit pHMI.. Die Idee der Erweiterung von Logiken um Fixpunktoperatoren
geht auf den p-Kalkiil von Scott und DeBakker zuriick [SIB69]. Derartige Kalkiile wurden
in den siebziger Jahren unter anderem von Hitchcock und Park, DeRoever und DeBakker
[HP73] [Roe74] [BR72] untersucht. Seit einigen Jahren werden sie fiir die Spezifikation ver-
teilter Systeme verwendet. Am haufigsten wird dabei die oben erwédhnte HMI. -Frweiterung
pHMTI, benutzt, die eine Unterlogik des modalen p-Kalkiils ist.

2.2 Hennessy-Milner-Logik

Wir wollen das Verhalten eines Prozesses durch einen Zustand in einem Transitionssystem
und dem davon aus erreichbaren Transitionssystem beschreiben. Wir beschreiben also
das Verhalten eines Prozesses p durch seine méglichen Uberginge p — q zu anderen
Prozessen und dem Verhalten dieser Prozesse. Im weiteren nehmen wir eine Menge P
von Prozessen und eine Menge Act von méglichen Aktionen als gegeben an. Wie bereits
erwahnt, bezeichnen wir Prozesse mit p.q.r...und Aktionen mit a,b,c... . Das Transi-
tionssystem T = (P,{-25, a € Act }) , das das Verhalten der Prozesse aus P beschreibt,
sei gegeben.

Mit einer Spezifikation wahlt man nun einige Prozesse aus P aus, die bestimmte
gewiinschte Figenschaften haben. FEine Spezifikation besteht also aus einer Menge von
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Figenschaften, und jeder Proze8}, der alle Eigenschaften besitzt, erfiillt die Spezifikation.
Als Grundsprache zur Formulierung solcher Figenschaften benutzen wir die von Hennessy
und Milner vorgeschlagene Sprache HMI. | jedoch ohne expliziten =-Operator.

Definition 2.1 (HML Syntax) HM/. ist die kleinste Menge von Formeln, die gemdafs fol-

gender Syntax erzeugt werden:

e =t [ | ornp | orves | (a)e | [ale a € Act

Die intuitive Bedeutung der Formeln ist folgende: jeder Prozefl hat die Eigenschaft
tt, keiner die Eigenschaft ff. Ein Prozefl hat die Figenschaft 1 A @y, wenn er sowohl
als auch , hat; bei g v, reicht eine der beiden Eigenschaften. Interessanter sind die
Modalitaten: ein ProzeB p hat die Figenschaft (a)e, wenn er durch die Ausfithrung einer
a-Aktion p —= q in einen ProzeB q iibergehen kann, der die Figenschaft o hat. [a]p legt
hingegen fest, das p keinen a-Ubergang machen kann, ohne zu einem ProzeB ¢ zu werden,
der die Eigenschaft ¢ hat. Das heifit insbesondere, daf} jeder Prozefl, der iiberhaupt keinen
a-Ubergang hat, diese Figenschaft besitzt. Diese modale Logik wurde urspriinglich mit
einem —-QOperator definiert. Wir haben uns fiir diese Version von HMI., entschieden, bei
der zu jedem Operator sein dualer hinzugenommen wurde (insbesondere [a] = —(a)—-),
da sie fiir den Sequenzenkalkiil, den wir in Kapitel 4 vorstellen werden, besser geeignet ist.
Nach der informellen Erklarung der Bedeutung von HMI.-Formeln folgt nun deren formale
Semantik.

Definition 2.2 (HML Semantik) Die durch eine Formel ¢ € HMI beschriebene Pro-
zefSmenge ist durch die Abbildung [ ]| : HMI. —P wie folgt induktiv definiert:

[tt] = P ] = 0
[ornap2] = [Tl N [l [orvea] = [l U el

[{a)e] = {a)[¢] [lale] = [all¢]

Die in der Literatur als agent transformer bezeichneten Operatoren (a) und [a] sind fiir

Q C P folgendermafen definiert:

(@) Q = {peP[Fp . p—=prpcQ}
[a] @ = {p € PlVp'p—p =p €}

Notation 2.3 Wir sagen “p hat die Figenschaft o7 oder “p erfiillt die Spezifikation o7,
in Zeichen p @, wenn p € [¢]. Weiterhin fihren wir folgende Abkiirzungen ein:

[t

Ale = Jaden...... Alanle
(Ap = (adpv...... v{an)y wobei A= {ay,... a,} CAct
[—Ale = [Act — Afp

[~ = [Act]p
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P
a i b
a
\
Ps. a Pa .
- Ps
b a
! b !
Pa [:p5

Abbildung 2.1: Transitionssystem fiir Beispiel 2.6

Dies ist die Logik, die Hennessy und Milner [HMS85] fiir die Charakterisierung der
Bisimulation benutzt haben. Bezeichne TH(p) die Theorie von p, also die Menge aller
HMI. -Formeln fiir die p £ ¢ gilt und ~pg,,; die Bisimulations-Relation.

Satz 2.4 Wenn p ~p,s q, dann gilt TH(p) = TH(q).

Der Satz besagt, dafl HMI., adaquat beziiglich ~pg,,; ist, da man keine Eigenschaften in
HMI. formulieren kann, die zwei bisimulare Prozesse unterscheidet. Die Umkehrung dieses
Satzes gilt nur, wenn die Prozesse des betrachteten Transitionssystems nur bildendlich
(image finite) sind; das heiBt, daB die Menge { q | p —= q } fiir alle Prozesse p € P und
alle Aktionen a € Act endlich ist.

Satz 2.5 Wenn TH(p)=TH(q) und alle von p und q aus durch Ausfiihren von Transitio-

nen erreichbaren Prozesse bildendlich sind, dann qilt p ~pgis q.

Unter der oben genannten Einschrankung ist HMI, also auch expressiv beziiglich ~pg.,; ,
da man nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden kann. Diese beiden Sitze nennt man die
modale Charakterisierung der Bisimulation.

Mit dieser Sprache konnen wir jetzt Figenschaften von Prozessen ausdriicken und somit
Prozeimengen beschreiben, die gerade die geforderten Eigenschaften haben.

Beispiel 2.6 Sei P = {p,,py,---,Ps} €in Prozefisystem und Act = {a,b} die Menge
von Aktionen, die diese Prozesse p; ausfiihren konnen. Das Verhalten dieser Prozesse sei

durch das Transitionssystem T = (737{474}) in Abbildung 2.1 beschrieben. Um zu
verdeutlichen, wie man Figenschaften der Prozesse formuliert, geben wir zundchst stets
eine informelle Beschreibung der Figenschaft an, dann die entsprechende Formulierung in

HMTI. direkt aus der Definition der Semantik von HMI. .
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1. es gibt einen a-Ubergang, nach dem ein b-Ubergang maglich ist

o1 = (a)(O)tt mit [ @1 ] = {P1, P4, Pe

die duale Formel lautet [a][b|ff und bezeichnet natiirlich auch die duale Prozeffmenge,
also alle Prozesse, die, falls sie einen a-Ubergang machen kénnen, danach nicht in

der Lage sind, einen b-Ubergang auszufiihren.
2. nach allen a-Ubergingen ist ein b méglich

@2 = [al(b)tt mit [ w2 | = {Py, P3, P5: Pe }

3. nach allen a-Ubergingen ist nur ein b méglich

w3 = [a]((b)tt A [DIff) mit [pa] = {Ps, P3, Ps}

4. es gibt einen a-Ubergang, nach dem nur ein b moglich ist

pa = (@)D A [-0I) mit [oa] = {Py, Pa};

Man kann auch Figenschaften formulieren, ohne sich direkt auf die Aktionen zu beziehen.

5. es ist ein Ubergang méglich

Y1 = <*>tt mit [[991 ]] = {p17p27p47p57p6}

6. nach allen Ubergingen ist noch ein weiterer méglich

Y2 = [*]<*>tt mit [[992]] = {p17p37p47p57p6}

7. es ist hochstens ein Ubergang méglich

w3 = [—|[—]ff mit [ @3] = {Py, P3}

Mit solchen HMTI, -Formeln kann man nun nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden:
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¢Bisi

dann qilt 2.B.:
w1 = (a)((b)tt A [c]ff) € TH(py) \ TH(p,)

w2 = (a)((D)tt n (e)tt) € TH(p,) \ TH(p,)

Problematisch ist die Formulierung von unendlichem Verhalten.

Beispiel 2.7 Sei das folgende Transitionssystem T = ({p,, Py}, {—, i>]>) gegeben:

b
e/

Wie beschreibt man Figenschaften wie zum Beispiel:

1. es kann unendlich oft der Ubergang “erst a, dann b” hintereinander ausgefihrt wer-

den

i

2. es kénnen niemals zwei a-Uberginge hintereinander gemacht werden (= Sicherheits-

Figenschaft),
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3. es ist irgendwann wieder ein a méglich (= Lebendigkeits-Figenschaft).

Solche Eigenschaften kann man nicht durch endlich viele HMI, -Formeln beschreiben,
da jede einzelne Formel nur einen endlichen Teil des potentiell unendlichen Prozefiverhal-
tens beschreibt. Nur durch unendliche Mengen von HMI., -Formeln kann man unendliches
Verhalten beschreiben. Die Eigenschaft 1 wire beschreibbar durch die unendliche Kon-
junktion:

{ay(b)tt A {a)(b){a)(b)tt A ... = /\((a)(b))”tt
1EW

Figenschaft 2 wird durch die folgende Konjunktion ausgedriickt:

[allalfr [allalff Al allalff ... = \[-V]alla]f

1€EW

Die letzte Figenschaft kann man durch eine Disjunktion beschreiben:

(adtt v (Y a)ttv () Hayttv ... = \/ () (a)te

1€EW

Da jede HMIL -Formel jeweils nur einen endlichen Teil des Verhaltens eines Prozesses
beschreibt, kann man also mit dieser Sprache keine eventualities' und keine invariants?
ausdriicken. Dies sind aber gerade die interessanten Figenschaften bei unendlichen Prozes-
sen. Insbesondere die Sicherheits-Figenschaften: “es passiert nie etwas Schlechtes”, und
die Lebendigkeits-Figenschaften: “irgendwann passiert etwas Gutes”, benétigt man fiir die
Spezifikation von deadlock und livelock freien realen Systemen. Aus diesem Grund erwei-
tert man HMT, um Fixpunkte. Deswegen wird HMI, um Fixpunkte erweitert. Im néchsten
Kapitel beschreiben wir das Vorgehen bei dieser Erweiterung, wobei wir uns an die Artikel
[T.ar88] und [SW89] halten und untersuchen die neue Logik beziiglich ithrer Ausdrucksstiarke

und Eignung fiir die Spezifikation von verteilten Systemen.

2.3 Erweiterung um Rekursion

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, 148t sich unendliches Verhalten von Prozessen
nur durch unendliche Mengen von HMI, -Formeln beschreiben. Die Eigenschaft, daf} ein
Prozel p unendlich oft ein gewisses Verhalten zeigt beschreibt man durch die unendliche

2

Konjunktion:“p zeigt das Verhalten einmal, zweimal ... Die grundlegende Idee der
Erweiterung von HML besteht in der rekursiven Formulierung von Figenschaften. Statt
durch die unendliche Konjunktion von Eigenschaften beschreibt man p dann durch die
rekursive Eigenschaft: "p zeigt das gewiinschte Verhalten einmal und verhélt sich dann
wieder wie am Anfang” . Dafiir erweitert man HMI. so, dal man HMI., -Formeln rekursiv
formulieren kann. Dazu fiigt man HML im ersten Schritt eine Menge von propositionalen

Variablen hinzu.

"Es passiert etwas an einem unspezifizierten Zeitpunkt in der Zukunft.
2Fs gilt etwas wihrend des gesamten potentiell nnendlichen Verhaltens eines Prozesses.
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Definition 2.8 (HMI.,, -Syntax) Sei Var eine Menge von propositionalen Variablen.
Dann ist HMIy,, die kleinste Menge von Formeln, die gemdfl folgender Syntax erzeugt
werden:

e =46 | T | X | praga | @rves | {a)e | [ae a € Act; X € Var

Wenn man nun den Variablen durch eine Variablenbelequng o : Var — 27 eine Pro-
zefmenge o( X) von einem beliebig, aber fest gewihlten Transitionssystem T=(P {25, a
€ Act }) zuordnet, kann man wie bei HMT festlegen, was fiir Eigenschaften die Formeln
von HMTy,, definieren, das heifit, welche Prozemenge sie bezeichnen.

Definition 2.9 (HMIy,, -Semantik) Bei gegebener Variablenbelequng o und gege-
benem Transitionssytem T = (P, {-"s,a € Act}) ist die durch eine Formel
@ €EHMIya, beschriebene ProzefSimenge folgendermaflen induktiv definiert:

[ X]Jo = o(X)
[tt]e = P [ffle = 0
[or1apalo = [oilo N [ea]o [orvealo = [eilo U [ealo

[lalplo = lal[¢]o [{a)plo = (a)[wlo

Die Operatoren {(a) ,[a] sind wie in Definition 2.2 definiert.
Notation 2.10 p erfillt ¢ gemdff o, in Zeichen p . @, wenn pe [ ¢ Jo.

Durch die Variablenbelegung o wird den propositionalen Variablen eine Bedeutung in
Form einer Prozefimenge gegeben. Wir werden jetzt mit Hilfe sogenannter modaler Glei-
chungen X =" (X) Variablenbelegungen charakterisieren, die den Variablen interessante
Prozefmengen zuweisen. Dazu beschreiben wir zundchst, was eine modale Gleichung be-
deutet und welche Variablenbelegung solch eine Gleichung 16st. Wie wir sehen werden, ist
diese Art der Charakterisierung nicht eindeutig; deswegen benutzt man Fixpunktformulie-
rungen, um gewisse Losungen auszuzeichnen.

Fiir die rekursive Formulierung von Eigenschaften geben wir den Variablen durch eine
Formelzuweisung F noch eine weitere Bedeutung.

Definition 2.11 (Formelzuweisung) Fine Formelzuweisung Fist eine Funktion F : Var
— HM Iy, , die jeder Variablen X € Var eine beliebige HM . -Formel zuweist.

Bei gegebener Variablenbelegung o und Formelzuweisung F steht jede Variable nun fiir
zwei verschiedene Prozefmengen: [ X Jo und [ X [Te(e) := [F(X)]o. Solch eine For-
melzuweisung F kann also als Transformation fiir Variablenbelegungen verwendet werden.
Dabei weist man jeder Variablen X statt der durch o angegebenen Prozefimenge o(X) die
zu F (X) gehorige ProzeBmenge zu. Das heift, dafl jedes Fein gegebenes o in eine Belegung
Tr(o):X—— [F(X) Jo transformiert (siche Abbildung 2.2).
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F
X F(X)
[X 1o = [F(X) e

Abbildung 2.2: Transformation von ¢ durch F

Wir interessieren uns jetzt fiir diejenigen Variablenbelegungen o, fiir die diese Seman-
tiken iibereinstimmen: [ X o = [ X [Te(o), X € Var . Diese Bedingung, die man an eine
Variablenhelegung stellt, werden wir im weiteren durch die modale Gleichung X =" F(X)
abkiirzen, wobei T ein beliebiges Transitionssystem ist. Intuitiv soll die Formel X dieselbe
Figenschaft beschreiben wie die Formel F(X). Diese Eigenschaft X hieBe dann intuitiv: die
Prozesse, die X erfiillen, konnen das von F (X) verlangte Verhalten zeigen und sich dann
wieder wie X verhalten. Dies ist genau die rekursive Art der Formulierung von Figenschaf-
ten, die wir in der Einleitung als das Ziel der Frweiterung angegeben haben.

Beispiel 2.12 In Beispiel 2.7 konnte man die Figenschaft 1 anstelle der unendlichen Kon-
junktion durch die rekursive Gleichung X =" (a)}{(b)X beschreiben. Fine Variablenbele-
gung, die auf beiden Seiten der Gleichung zu der identischen ProzefSmenge fiihrt, also die

modale Gleichung 1st, ist zum Beispiel o(X) = {py}, da {a) (b) {p,} = {p,}; aber die
Variablenbelequng o(X) = () ist ebenfalls eine Losung der Gleichung.
Die Mehrdeutigkeit der Charakterisierung von Variablenbeleqgungen durch modale Glei-

chungen wird an folgendem Beispiel noch deutlicher (siehe Abbildung 2.3): Mégliche Losun-
gen der Gleichung X =" ()X sind o1(X) = 0, 02(X) = {p,}, 03(X) = {ps,ps} und

o4(X) ={p, P, P5}-

Wie man am Beispiel erkennt, miissen wir prézisieren, welche Variablenbelegung o wir
durch die modale Gleichung X =" F(X) kennzeichnen wollen, also welche ProzeBmenge
wir X zuweisen wollen. Wir werden nachher sehen, dafl insbesondere zwei Losungen der
modalen Gleichung interessante Prozesse beschreiben, ndmlich diejenigen, die X die klein-
ste, beziehungsweise die grofite Prozeimenge zuweisen, so dafi die Gleichung erfiillt ist.
Diese kleinste bzw. grofite Losung der modalen Gleichung erhdlt man als kleinsten bzw.
groBten Fixpunkt der Variablenbelegungs-Transformation F:o — Tg(o). Fiir diese Cha-
rakterisierung definieren wir zundchst den Verband der Variablenbelegungen und zeigen,
daf} die Transformation F monoton beziiglich dieser Belegungen ist. Nach dem Satz von
Knaster-Tarski existieren somit eindeutige kleinste und grofite Losungen.
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Abbildung 2.3: Transitionssystem fiir Beispiel 2.12

Definition 2.13 Seien oy, 0, beliebige Variablenbelegungen und I eine Indexmenge.

1.o1 C oy gdw. o1(X) C oo X)fiir alle X € Var |

2. U,er i ist gegeben durch @ (J;e;00)(X) == U, (0i( X)),
3. Nies i 15t gegeben durch : (N, 0:)(X) = e/ (0i(X)).

Zusammen mit dieser neuen Relation C bildet die Menge aller Variablenbelegungen
einen vollstandigen Verband.

Definition 2.14 (Pra- und Post-Fixpunkt) Fine Variablenbelegqung o heifit Pra-
Fixpunkt einer Formelzuweisung F, wenn fiir jede Variable X € Var gilt:

[F(X)le C[X]o.

Fine Variablenbelequng o heifst Post-Fixpunkt von F, wenn gilt:

[X1e CTF(X)]o -

Da wir im weiteren besonders an Variablenbelegungen interessiert sind, die sowohl Pra-
als auch Post-Fixpunkte von Fsind, fithren wir hierfiir auch noch eine eigene Bezeichnung
ein.

Definition 2.15 (F-Fixpunkt) Fine Variablenbelegung o heiffit F-Fixpunkt, wenn sie
sowohl Prd-Fixpunkt als auch Post-Fizpunkt von F ist.

Als néachstes stellen wir den Zusammenhang zwischen den beiden Bedeutungen einer
Variablen her und erkléren, wie man die gesuchten kleinsten und gréfiten Losungen von
modalen Gleichungen aus der zugrundeliegenden Formelzuweisung entwickeln kann.

Wenn man eine Formelzuweisung F als Variablenbelegungs-Transformation betrachtet,
ist eine Variablenbelegung o genau dann ein Prd- (bzw. Post-) Fixpunkt von F, wenn
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Te(o) C o (bzw. o C Tg(o) ), und o ist genau dann F-Fixpunkt, wenn o ein Fixpunkt
von F:0 — Tg(o) ist. Das bedeutet, dal die Fixpunkte von Fgerade die Losungen der
modalen Gleichung X =T F(X) sind.

Wenn die Transformation Tg monoton beziiglich o ist, existieren nach dem Fixpunkt-
satz von Knaster-Tarski eindeutige kleinste und grofite Fixpunkte von Tg.

Satz 2.16 (Knaster-Tarski) Sei V die Trigermenge eines vollstindigen Verbands mit
der Ordnungsrelation < und f:V — V eine monotone Funktion auf V. Dann hat f:

1. einen kleinsten Fizpunkt, gegeben durch INF{X < V| f(X) < X},

2. einen grofiten Fizpunkt, gegeben durch SUP{X < V| X < f(X)}.

Um diesen Satz auf Tg anwenden zu kénnen, mufl Tg monoton beziiglich Variablenbe-
legungen sein; also wenn o C oy gilt, so muf} fiir alle X € Var gelten:

Te(e)(X) = [F(X) Jon € [F(X) Joa = Te(X)()

Das bedeutet, die Monotonie und die Stetigkeit von Tg ist identisch mit der Monotonie
und der Stetigkeit von HMTy,, -Formeln beziiglich Variablenbelegungen. Dafiir miissen wir
zeigen, dafl jede Formel ¢ € HMIy,, monoton beziiglich o ist.

Lemma 2.17 (Monotonie von HMl1y,, ) Sei ¢ € HMIya gegeben.
Wenn o1 C o3, dann gilt [ o, C ¢ ]o,.

Der Beweis ergibt sich per Induktion {iber den Formelaufbau direkt aus der Semantik-
Definition von HMTIy,, . Verwendet man HMI, mit =-Operator, gilt die Monotonie nur fiir
solche Formeln, bei der die freien Variablen im Geltungsbereich einer geraden Anzahl von
Negationen auftauchen. Wenn das betrachtete Transitionssystem bildendlich ist, ist jedes
@ sogar stetig und antistetig und somit auch Tg, was wir im ndchsten Lemma festhalten.

Lemma 2.18 (Stetigkeit und Antistetigkeit von HMy,, ) Gegeben sei die Formel
@ € HMIya und ein bildendliches Transitionssystem. Dann gilt:

Stetigkeit:  Wenn oy C o9 Cos..., dann gilt [ (U o) = U ([ ¢ ]o;)-

1EW TEwW

Antistetigkeit: Wenn a1 D 03 D os..., dann gilt [ ](() o:) = N ([ ¢ ]e;)-

= TEwW

Korollar 2.19 Tg ist fiir beliebige Formelbelegungen F monoton beziiglich Variablenbele-
qungen und sogar stetig, wenn das zugrundeliegende Transitionssystem bildendlich ist.

Mit der gezeigten Monotonie von Tg kénnen wir nun den Fixpunktsatz von Knaster-
Tarski anwenden.
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Korollar 2.20 Sei eine beliebige Formelbeleqgung F gegeben. Dann existieren fiir die modale
Gleichung X =" F (X) eine eindeutige kleinste und eindeutige gréfite Losung.

Wegen der herausragenden Bedeutung der beiden speziellen Losungen bekommen diese
eine eigene Bezeichnung.

Notation 2.21

o o,:=(o| Te(o) C o} ist die kleinste Lisung,
o g,:=|J{o|c C Te(o)} ist die grofte Losung

Eine sehr niitzliche alternative Charakterisierung, mit der man diese beiden Losungen
tatsachlich berechnen kann, ist die Kleene’sche Approximation von Fixpunkten.

Satz 2.22 (Kleene-Approximation fiir Tg) Wenn Tg stetig und antistetig ist, so ist v
das Infimum der folgenden Approximationskette aus Prifixpunkten von F :

7y 2 Te(,) D Te*(a,) D Te (o) ...,
und 11 ist das Supremum der folgenden Postfirpunkie:
o9 C Te(o9) C Te?(09) C Te'(0y) ..
Dabei ist o,(X) = P und og(X) = 0 fiir alle XeVar .

Notation 2.23 Die Prozefimenge, die einer beliebigen Variablen X gemdfl der grifiten
Lésung v bzw. der kleinsten Lésung i der modalen Gleichung X =T F (X) zugewiesen
wird, bezeichnen wir im weiteren durch die folgenden Formeln:

[vX.F(X)]=0,(X) bzw. [uX.F(X)]=0.(X).

Mit der oben genannten Notation erhalten wir die endgiiltige Syntax unserer

Spezifikations-Logik pHMT..

Definition 2.24 (uHML-Syntax) uHMIL ist die kleinste Menge von Formeln, die sich
gemdfs folgender Syntax bilden lassen:

e =X | ornes | prves | (a)p | [ae | vXo | uX.p a € Act; X € Var

Auf die propositionalen Konstanten tt und ff konnen wir jetzt verzichten, weil tt der
neuen Formel v X.X entspricht und ff durch die Formel 4 X.X beschrieben werden kann?®.
Aus diesem Grund werden wir von nun an tt und ff nur noch als Abkiirzung fiir die
entsprechenden Fixpunktformeln verwenden. Jetzt kéonnen wir die vollstindige formale
Semantik von HMI, mit Rekursion angeben.

3die groBte ProzeBmenge, die man X zuweisen kann, um die Gleichung X =7 X zu erfiillen, ist die
gesamte ProzeBmenge, wiahrend die kleinste die leere Menge 1st.
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Definition 2.25 (uHML-Semantik) Bei gegebener Variablenbelegeng o und gegebenem
Transitionssystem T = (P, {25, a € Act }) ist die durch eine Formel o € HMIL beschrie-
bene ProzefSmenge wie folgt induktiv definiert :

[ X]Jo = o(X)

[einpe]leo = [ei]o N [ea]o [eives]lo = [eilo U [ea]o
[lalelo = [all¢]e [(a)elo = ()¢l
[vX.o]o = ou(X) [uX.ple = ou(X)

Dabei sind die Variablenbelequngen o, und o, wie in Notation 2.21 definiert:

Oy — ﬂ{g - 073|T@ (0) - 0}
o= Ulo Coplo C T, (o)}

Wir werden uns fiir die Beschreibung von temporalen Eigenschaften von Prozessen auf
geschlossene Formeln beschranken, in denen also jede Variable X € Var durch einen Varia-
blenbinder v X. oder £ X. gebunden ist. Somit kénnen wir im weiteren auf Variablenbele-
gungen verzichten, da fiir geschlossene Formeln [.]=[. o gilt. Neben der semantischen
Approximation von Fixpunkten durch die Kleene’sche Approximation gibt es auch eine
syntaktische Approximation dieser Fixpunkte. Dies sind unendliche HMI, -Formelmengen,
die die gleiche Prozemenge beschreiben, wie die approximierte Fixpunktformel. Tm fol-
genden nehmen wir an, dafl das betrachtete Transitionssystem hochstens abzéhlbar viele
Zustande hat *. Der Ausdruck ¢[X := 1] steht fiir die Formel ¢’, in der jedes freie Vor-
kommen von X in ¢ durch die Formel ¢ ersetzt wurde.

Satz 2.26 (syntaktische Approximation) Sei 1°X.p = tt und v+ X.p 1= @[X =
V' X @), wofiir wir abkiirzend "' (tt) schreiben; und sei p°X.p := ff sowie '+ X.p =
o[ X = ' X.p], wofiir wir o' (ff) schreiben. Ist o stetig und antistetig, so gelten die
beiden folgenden Aquivalenzen fiir beliebige Prozesse p:

I.prvXye < pkE NV Xp

1€EW

2pruXe = pk y nX.

Mit den Fixpunktformeln haben wir also eine sehr kompakte Schreibweise fiir solche
unendlichen IMT, -Formelmengen gefunden. AuBerdem erméglicht diese Aquivalenz, die
Bedeutung von Fixpunktformeln viel intuitiver als bisher zu erklaren. So beschreibt vX.¢
diejenigen Prozesse, die fiir alle 7 € w die Formel ¢'(tt) erfiillen, also unendlich oft das
von @ verlangte Verhalten zeigen kénnen. Entsprechend der Charakterisierung von Sicher-
heitseigenschaften (7 Es passiert nie etwas Schlechtes”) kann man die grofiten Fixpunke

Die gewshnliche Fixpunktinduktion verallgemeinert sich im iiberabziahlbaren Falle zu transfiniter In-
duktion
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zur Spezifikation von Sicherheits-Eigenschaften verwenden. Die Formel pX. hingegen be-
schreibt Prozesse, die eine der Formeln ¢*(ff) erfiillen, was aber bedeutet, daf§ diese Prozesse
nur endlich oft das Verhalten ¢ zeigen, da kein Prozef ff erfiillen kann. Diese Fixpunktart
kann man demnach fiir die Spezifikation von Lebendigkeits-FEigenschaften benutzen, wenn
man Lebendigkeit allgemein auffafit als “irgendwann passiert etwas Gutes”.

Den Zusammenhang der beiden Approximationen fiir eine Formel v X.p stellt die nach-

folgende Tabelle dar.

syntaktische Approximation semantische Approximation

P X p0(th) = 1t [ XTI (op) =[X Jor

VXl (1) = o[ X = °(t1)] = o[ X == tt] | [ X T, (o) = [ Jop

VX (i) = o[ X =l (1] = [XTTE (op) = [T, (0p) =
= ¢[X = p[X = tt]] = [elX =¢]]or

Wie man sieht, gilt stets:
e [V X Jop =[X]T, (op)

o [vXpl=IXINT, (ep)) = NIXIT, (op) = N[ Xp]=[ A ' Xo]

1€EW 1€EW 1€EW 1€EW
o [ X Jog =[X]T. (09)

o [nXo]=1XTUT, (00)) = UIXIT, (00)) = U [ X0 ] =TV ' X0]

1€EW 1€EW 1€EW 1€EW

Die beiden unteren Aussagen erhdlt man aus der entsprechenden Gegeniiberstellung
der beiden Approximationen fiir die Formel uX.e:

syntaktische Approximation semantische Approximation
pOX g (M) = fF [ X TG (00) = [ X Jo
p' X () = o[ X 1= @"(M)] = o[ X =] | [X]T], (09) = [¢ o
P X (M) = o[ X == ¢! ()] = [XITE (o0) = [ 1T, (00) =
= @[ X 1= [ X = 1] = [elX = ¢l oy

Durch die syntaktische Approximation erhilt man sehr intuitive Beschreibungen von Pro-
zefimengen, die durch Fixpunktformeln beschrieben werden.
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Beispiel 2.27 (Approximationen) Sei ein beliebiges Transsitionssystem gegeben. Wel-
che Prozeffmenge beschreibt die Formel vX.(a)X ¢ Die syntaktische Approximation liefert:

P X {a)X = tt

beschreibt alle Prozesse,

V' X {a) X = (a)tt

alle Prozesse, die ein a ausfithren kénnen,
X {a)X = (a){a)tt

alle Prozesse, die zwei a’s ausfiihren kénnen.

Die Konjunktion dieser Approximationen, und somit auch die Fixpunktformel, beschreibt
also alle Prozesse, die einen unendlichen a-Pfad haben. Die Approximation der Formel

uX.[a] X hingegen liefert folgendes:

PO X Ja] X =

beschreibt die leere Prozeffmenge,

V' X [a]X = [a]fT

alle Prozesse, die kein a ausfithren konnen,
V2 X [a] X = [a][a]fF

alle Prozesse, die héchstens ein a ausfiihren konnen,

Die Disjunktion dieser Formeln und somit uX.[a]| X beschreibt alle Prozesse, die nur endlich
oft hintereinander a ausfiihren kénnen. Von besonderem Interesse ist die Bedeutung der

Formel v X.p n[—]X

P X pna[-]X =tt

beschreibl wieder alle Prozesse,

VX ona[-]X = pna[-]tt

alle Prozesse, die die Figenschaft ¢ haben,

VX[ 1X = ol Jgal i)

alle Prozesse, die jetzt ¢ erfillen und nach dem
Ausfiihren einer beliebigen Aktion ebenfalls wieder,

Diese Fizpunktformel beschreibt somit alle Prozesse, fiir die ¢ stets gilt, das heifst, auf
allen Pfaden und zu jedem Zeitpunkt.

Diese letzte Formel entspricht in ithrer Bedeutung dem Standard-Branching-Time-Operator
VGp. Ebenso kann man pHMI.-Makros angeben, die die restlichen Standard-Operatoren
gemaf} Pnueli [Pnu85] definieren.
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Beobachtung 2.28

1. AFp = uX.pv {(—)X;
es gibt einen Pfad, auf dem irgendwann mal ¢ gilt.

2. G :=vX.pa ([-]ffv{(—)X);
es gibt einen Pfad, auf dem stets ¢ gilt.

3. VFe:=puX.ov({(—Htta[-]X);
auf allen Pfaden gilt irgendwann mal ¢.

4o @Usth i= u X v (@ a (=)t A [=]X);
@ gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal <, gilt und ¥ gilt irgendwann in
der Zukunft.

5. @Uuetb :=vX.abv(ona]—]X);
@ gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal < gilt, oder ¢ gilt immer.

Wie wir an den Beispielen gesehen haben, kann man mit der erweiterten Logik auch
Aussagen iiber unendliches Verhalten machen. Doch wie sieht es mit der generellen Fignung
von pHMI. fiir die Spezifikation von verteilten Systemen aus? In Kapitel 1 haben wir
Kriterien fiir die Beurteilung der Fignung einer Logik als Spezifikationssprache angefiihrt:

1. Ausdrucksstarke
2. Vertriglichkeit mit der verwendeten Verhaltensaquivalenz

3. Verifizierbarkeit von Verfeinerungsschritten.

Auf diese drei Kriterien gehen wir jetzt ndher ein.

Die Frweiterung der modalen Logik HMIL um die beiden Fixpunktoperatoren liefert
eine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Fs sind nicht nur alle Standard-Operatoren
der (pure branching time *) temporalen TLogik definierbar, sondern auch z.B. schwache und
starke Until-Operatoren [Lar88](siehe Beobachtung 2.28). Wie man sieht, kann man aus
den wenigen Grundbausteinen, die pgHMI, benutzt, machtige Makros definieren, die dann
insbesondere auch die Lesbarkeit von pHMI.-Spezifikationen verbessern.

Da bei der Erweiterung von HMTL zu pHMI. eigentlich nur syntaktische Abkiirzungen
fiir unendliche HMT, -Formelmengen eingefithrt, wurden, hat sich die logische Aquivalenz,
die ypHMI. auf Prozessen induziert, nicht verdndert. Das bedeutet, dafi auch die erweiterte
HMT. -Version mit der Bisimulationsaquivalenz vertréaglich ist, diesmal sogar ohne die Ein-
schrankung der Bildendlichkeit. Tm folgenden Satz bezeichnet TH(p) C pHMI wiederum

die Theorie von p und ~g,,; die Bisimulations-Relation.

"das bedeutet, daB es nur Zustandsformeln und keine Pfadformeln wie in der “full branching time”
temporalen Logik gibt. Die verwendeten Operatoren quantifizieren also stets iiber alle Pfade, die durch
einen Zustand einer Kripke-Struktur fiithren.
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Satz 2.29 (uHML und Bisimulation [SW90])

Fs gilt p ~pis; q gdw. TH(p) = TH(q).

Als letztes Kriterium bleibt die Verifizierbarkeit von Verfeinerungsschritten. Wie in
der Einleitung der Studienarbeit erwdhnt, bedeutet das bei unserem Vorgehen: wie ve-
rifiziert man, dafl ein gegebener Prozef eine spezifizierte Eigenschaft hat, und wie zeigt
man, daf eine verfeinerte Spezifikation korrekt in Bezug auf die Ausgangsspezifikation ist?
Der erste Fall ist unter anderem von Stirling, Larsen, Winskel und Cleaveland untersucht
worden. In den Artikeln [SW89] [Lar88] [Win89] [Cle90] werden korrekte, vollstandige und
implementierbare Beweissysteme vorgestellt. Diese tableaubasierten Systeme werden als
Model-Checker bezeichnet und benutzen alle dieselbe Beweistechnik @ Fizpunktinduktion.

An vergleichbaren Untersuchungen fiir die zweite Fragestellung, wann eine pHMI.-
Spezifikation eine andere korrekt verfeinert, ist uns nur ein Hilbert-System von Kozen
fiir einen Teil des minimalen modalen p-Kalkiils [Koz83] bekannt. Da diese Systeme sehr
unkomfortabel sind und kaum effizient implementierbar, haben wir mit der vorliegenden
Arbeit versucht, diese Iiicke zu schlieflen. Dafiir haben wir ein tableaubasiertes Beweissy-
stem fiir die semantische Implikation zwischen pHMI-Formeln konstruiert, welches eben-
falls Fixpunktinduktion benutzt. Um die zugrundeliegende Tdee und die Arbeitsweise un-
seres Systems zu verdeutlichen, stellen wir im nachsten Kapitel die oben angesprochenen
Systeme am Beispiel eines Model-Checkers von Stirling vor.



Kapitel 3

Model-Checking

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird nun das Problem des Model-Checkings behandelt, also die Frage,
wann ein Zustand eines Transitionssystems p eine bestimmte Figenschaft, ausgedriickt
durch eine pHMI.-Formel, besitzt. Losungen dieses Problems sind seit ein paar Jahren
bekannt. Die erste Arbeit in diesem Zusammenhang stammt von Larsen [Lar88]. Sein
System behandelt jedoch eine stark eingeschrinkte Klasse von Formeln aus pHMI., in
denen entweder nur kleinste oder nur grofite Fixpunkte vorkommen diirfen.

Ein System fiir beliebig geschachtelte Fixpunkte, welche gerade die Ausdrucksstarke
von pHMI ausmachen, stammt von Stirling und Walker [SW89]. Andere Model-Checker,
die in dhnlicher Weise arbeiten finden sich bei Cleaveland [Cle90] und Winskel [Win89].
In der Version von Cleaveland wurde ein derartiges System im Rahmen der Concurrency
Workbench [CPS89] implementiert.

Allen diesen Tableaumethoden ist gemeinsam, daf} sie zielgerichtete Beweise ermogli-
chen und daf sie als als wichtiges Beweisprinzip zum Nachweis von Fixpunkteigenschaften
Fizpunktinduktion benutzen. Einen konkreten Model-Checker werden wir in diesem Kapitel
vorstellen. Bis auf geringfiigige Unterschiede in der Darstellung halten wir uns an [SW89].
Die drei Bestandteile dieses Model-Checkers, namlich Regeln, Abbruchkriterien und FEr-
folgsbedingungen stellen wir im néchsten Abschnitt dar. Besondere Sorgfalt erfordert die
Behandlung der Fixpunkte. Auf die damit verbundenen Probleme gehen wir in einem ei-
genen Unterabschnitt ein. Anhand eines Beispiels soll in Abschnitt 3.3 die Arbeitsweise
des Model-Checkers verdeutlicht werden.

3.2 Der Model-Checker

In diesem Abschnitt stellen wir einen konkreten Model-Checker vor. Bis auf geringfiigige
Unterschiede halten wir uns in der Darstellung an [SW89]. Bei dem Model-Checker handelt
es sich um ein zielgerichtetes Beweissystem, welches mit Fixpunktinduktion arbeitet. Die
drei Komponenten des Systems werden nun der Reihe nach vorgestellt.
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Die Regeln

Die Regeln bestehen aus einem 7Ziel sowie aus einem oder mehreren Unterzielen. Mit
thnen lassen sich, entsprechen der zielgerichteten Vorgehensweise, aus einem Ziel ein oder
mehrere Unterziele generieren. Wenn man dann die Unterziele zeigen kann, so ist damit
auch das urspriingliche Ziel gezeigt. Durch die Generierung von immer weiteren Unterzielen
188t sich auf diese Weise ein sogenanntes Tableau oder ein Ableitungsbaum fiir eine zu
zeigende Figenschaft eines endlichen Prozesses p erzeugen. Die Regeln sind in Abbildung
3.1 zusammengefafit.

(n) pFP oinps

PP @1, PFP ¢
(v) pF? @1ves

p P ¢

pFP ives
y P pives
( 2) P|_D992

P [a ga

([a]) P laly a € Act {py,...,p,} ={p'lp—p'}

PP, FP e
(ayy PRI
p'F o
pF” uX.gp
p' FP' U
pFP uvX.p
=
pH2 U
p' FP o[X == U]

a € Act ,p' € {qlp—q}
D' =D-(U=uX.p), U neue Konstante
D' =D-(U=vX.p), U neue Konstante

(Konst)

(U=vX.p) e Doder (U=vX.p)eD

Abbildung 3.1: Regeln des Model-Checkers

Die Regeln fiir die Konjunktion und die Disjunkion funktionieren wie erwartet: Soll
man von einem Prozefl die Konjunktion zweier Eigenschaften zeigen, so mufl man zeigen,
daf} er sowohl die eine als auch die andere Figenschaft besitzt. Dies sind die Unterziele in
Regel (a). Ist die zu beweisende Eigenschaft eine Disjunktion zweier Formeln, so geniigt
es zu zeigen, dafl der Prozefl die eine der beiden Formeln erfiillt (Regeln (v 1) und (v2)).

Die Unterziele bei den heiden Modaloperatoren [a] und (a) beziehen sich nicht auf den
urspriinglichen Zustand p, sondern auf Zustinde, die von p aus iiber passende Transitio-
nen erreichbar sind. Fntsprechend der Semantik der Modaloperatorn mufl man bei [a]e
die Figenschaft ¢ von allen von p iiber eine a-Transition erreichbaren Zusténden zeigen,
wihrend bei {(a)p ein solcher Zustand geniigt.

Etwas komplizierter sind die restlichen drei Regeln, die sich mit der Behandlung der
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Fixpunkte befassen. Um eine eindeutige Kennzeichnung von Fixpunktformeln zu erreichen,
benutzt man Konstanten. (Im weiteren stehen Grofibuchstaben U, V. W, Uy, Uy ... immer
fiir Konstanten). Regeln () und (v) dienen der Konstanteneinfithrung. Trifft man auf eine
Formel mit einem Fixpunkt als duflerstem Konstrukt, so fithrt man eine neue Konstante
als Abkiirzung fiir die Formel ein. D und 7’ sind dabei sogenannte Deklarationslisten in
denen festgehalten wird, welche Konstanten im Laufe der bisherigen Ableitung fiir welche
Fixpunktformeln eingefithrt wurden. In Regel (p) ist D' = D - (U = uX.p) dann die
Deklarationsliste, die aus D durch Hinzufiigen der Deklaration der Konstanten U als pX.¢
entsteht. Man beachte , dafl die Deklarationslisten niemals verkiirzt werden. 7Zu Beginn der
Ableitung sind noch keine Konstanten deklariert, sodafl die Wurzel mit dem zu zeigenden
7iel p ¢ beziiglich der leeren Deklarationsliste ¢ beschriftet ist, also mit p B ¢.

In Regel (Konst) wird eine Konstante, die ja fiir eine Fixpunktformel steht, gemaf
ihrer Deklaration in D durch die Expansion der entsprechenden Fixpunktformel ersetzt,
was einer einmaligen Abwicklung des Fixpunktes entspricht.

Damit hat man sdmtliche Regeln, mit denen neue Unterziele erzeugt werden konnen,
beisammen.

Die Abbriiche

Zusétzlich zu den Regeln mufl man jetzt noch angeben, wann die Anwendung dieser Re-
geln zum Abbruch kommt, das heifit, wann die Generierung von Unterzielen endet. Beim
Abbruch unterscheidet man drei Félle, die in Abbildung 3.2 zusammengestellt sind.

1. p F? [a]p und es gibt kein p’ mit p——p’
2. p P (a)p und es gibt kein p’ mit p——p’

3. pFP? U und es gibt einen Knoten oberhalb im Ableitungshaum,
der mit p F?" U beschriftet ist.

Abbildung 3.2: Abbruchbedingungen des Model-Checkers

In den Fallen 1 und 2 bleibt nichts anderes iibrig, als abzubrechen, da keine Regel mehr
anwendbar ist. Fall 3 ist interessanter. Dadurch, dafl weiter oberhalb die gleiche Situation
bereits einmal aufgetreten ist, unter Umstanden mit einer kiirzeren Deklarationsliste, kann
man an dieser Stelle mit der Ableitung aufthéren.

Ein Ableitungsbaum, bei der an jedem Blatt abgebrochen wurde, die man also nicht

mehr fortsetzen kann, nennen wir maximal.

Der Erfolg

Hat man nun eine maximale Ableitung, so mufl man noch entscheiden, ob man diese als
erfolgreich, das heifit als tatsdchlichen Beweis fiir das urspriingliche Ziel, ansehen will. Die
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Kriterien fiir den Erfolg eines Blattes stehen in Abbildung 3.3.

Ein Blatt eines vollstandigen Ableitungsbaumes heifit erfolgreich, wenn einer
der folgenden Félle auftritt:

1. Das Blatt ist von der Form p F? [a]e.

2. Das Blatt ist von der Form p F? U, wobei (U = vX.¢) € D.

Abbildung 3.3: Erfolgshedingungen fiir Blatter

Definition 3.1 (erfolgreiches Tableau) Fin Tableau heifit erfolgreich, wenn alle seine
Bldtter erfolgreich sind.

In Fall 1 gibt es nach Abbildung 3.2 kein p’ mit p—=sp’. Damit gilt p £” [a]e und das
Blatt ist gemaf der Semantik von [a]p erfolgreich.

Im zweiten Fall liegt eine erfolgreiche Fixpunktinduktion vor. Oberhalb des Blattes
gibt es nach Abbruchbedingung 3 aus Abbildung 3.2 einen Knoten, der mit p F?" I/ be-
schriftet ist. Der eindeutige Nachfolgerknoten davon ist p F?" o[X := UU]. Also gibt es in
dem Tableau einen Ast von p F?" @[X := U] zu pFP . Von unten nach oben gelesen
bedeutet dies, dal man einen Beweis dafiir hat, dafl aus p £? U p £?’" ¢[X := U] folgt,
wenn man im Augenblick davon absieht, dafl sich die Ableitung auch verzweigen kann. Die
Verallgemeinerung auf den verzweigten Fall stellt keine wesentliche Komplizierung dar.
Stellt man sich U nicht als Abkiirzung fiir die Fixpunktformel v X.p sondern fiir deren
n-te Approximation vor, so hat man ebenfalls eine Beweis dafiir, daff aus der Annahme,
daB p diese n-te Approximation erfiillt (p F? /), folgt, daf p ebenfalls die (n4+1)-te Ap-
proximation erfiillt (p F?" ¢[X := UU]). Da p trivialerweise 1°X.¢ = tt erfiillt, so folgt
daraus, dafl Vn € w.p £ v" X.¢. Da ¢ aufgrund der Endlichkeit von p stetig ist, so ist dies
gleichbedeutend mit p £ v X.p.

Durch Regeln, Abbruchbedingungen und die Definition des Frfolges ist der Model-
Checker vollstdndig beschrieben. Als Notation fiir die beweistheoretische Tmplikation
fiihren wir das iibliche F ein, das heilt, p F ¢ wenn es ein erfolgreiches Tableau mit

Wurzel p F ¢ gibt.
Theorem 3.2 (Korrektheit und Vollstandigkeit)

P E ¢ genau dann wenn pF .
In [SW89] findet sich der Beweis fiir dieses Theorem.

Die Behandlung der Fixpunkte

Nachdem wir nun den Model-Checker vorgestellt haben, wollen wir uns noch etwas ausfiihr-
licher mit der Behandlung der Fixpunkte beschaftigen, inshesondere mit der Frage, wel-
chem Zweck die Konstanten dienen. Die Regeln aus Abbildung 3.1 schreiben vor, dafl man
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fiir eine Fixpunktformel eine Konstante einfithrt (Regeln (¢) und (v)) iiber die dann die
Expansion des Fixpunktes erfolgt (Regel (Konst)).

Die naheliegende Behandlung von Fixpunktformeln ware, dafl man als Unterziel einer
7zu zeigenden Fixpunkteigenschaft, zum Beispiel p F 1 X.p, zu beweisen versucht, dafl p
dann die Abwicklung der Fixpunktformel erfiillt. Anstelle von Regel (x) aus Abbildung

3.1 hétte man dann folgende einfachere Regel, die ohne Konstanten auskommt:

pFuX.p
pb[X =Xl

Im wesentlichen werden Fixpunkte ja auch auf diese Art behandelt, ndmlich abgewickelt.
Wiirde man aber tatsichlich auf diese einfache Weise verfahren, wie oben angedeutet,
so wiirde das System inkorrekt und unvollstandig [SW89]. Dieser Mangel tritt erst auf,
wenn die Fixpunkte in der Formel mindestens bis zur Tiefe zwei geschachtelt auftreten.
Liegt zum Beispiel folgende Situation vor: das zu zeigende Ziel sei p ¢ wobei ¢p =
pX.vY.o(X,Y). Als nichste zwei Unterziele bekdme man zunédchst p F vY.o(1,Y) und
danach p F (¥, vY.0(1,Y)). Es kann nun passieren, dal im im weiteren Verlauf der
Ableitung q - ¢ als 7iel auftritt. Somit hat man dieselbe Figenschaft wie oben erneut
zu zeigen, nur diesmal nicht fiir p sondern fiir gq. Das Problem nun ist, daf§ dann im
folgenden die Situation p F vY.p(¥, V) wiederum auftreten kann und man an dieser Stelle
abbricht, da man den Induktionsschritt der Fixpunktinduktion fiir p gezeigt zu haben
scheint. Dabei ist schiefgelaufen, dafl man einen Zwischenschritt im Beweis fiir q - ¢ fiir
das zweite Auftreten von p F vY.po(¢, Y) gehalten hat, da zwischenzeitlich ein neuer Beweis
(fiir die gleiche Figenschaft ¢ zwar aber fiir einen anderen Zustand) begonnen hat. Dies
ist zu vermeiden.

Es gibt unterschiedliche Wege, dieses Problem zu l6sen. Fine Moglichkeit wére, explizit
eine Liste von “Hypothesen” einzufithren, in der festgehalten wird, welche Fixpunktformeln
zusammen mit welchen Zustanden aktuell fiir die Fixpunktinduktion herangezogen werden
diirfen. In dem obigen Beispiel wiirde die bedeuten, dafi man beim Schritt von qF ¢
nach q F vY.p(¢,Y) sich gewissermafien dieses q F vY.p(¢,Y) als neue Hypothese merkt
und, was das Entscheidende ist, aus der Menge der Hypothesen p F vY.p(¢,Y) entfernt.
Genauer gesagt wird eine Formel ¢ immer dann aus der Liste der Hypothese gestrichen,
wenn sie als echte Unterformel in einer neu aufgenommenen Hypothese, in diesem Fall
vY.o(1,Y) enthalten ist. Der Model-Checker von Cleaveland [Cle90] funktioniert auf diese

Weise und bildet in dieser Form auch die Grundlage des Model-Checkers in der Concurrency

Workbench.

FEine andere Moglichkeit besteht darin, Konstanten als Abkiirzungen fiir Fixpunktfor-
meln einzufithren und zwar bei jedem Auftreten einer solchen Formel eine neue. Dies
verhindert, daf} die angedeuteten Verwechselungen auftreten. Der Model-Checker basie-
rend auf dieser Tdee stammt von Stirling und Walker [SW89] und in analoger Form haben
wir ithn hier auch vorgestellt. Das Beweissystem, welches wir in Kapitel 4 vorstellen werden,
benutzt Konstanten als Abkiirzungen fiir Fixpunkformeln in gleicher Weise.
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Kaffee

Greld

Tee

Abbildung 3.4: Kaffee - und Teeautomat

3.3 Beispiele

7um Abschluf} des Kapitels wollen wir anhand eines Beispiels die Arbeitsweise des Model-
Checkers dargestellen. Es soll eine Figenschaft eines einfachen Transitionssystems nach-
gewiesen werden. Der Prozef}, dargestellt durch das Transitionssystem aus Abbildung 3.4
mit Anfangszustand p, soll das Verhalten eines Kaffee- und Teeautomaten modellieren.
Von diesem Automaten soll folgende Figenschaft nachgewiesen werden:

“In allen méglichen Abliufen bietel der Automat unendlich oft Tee an”.
Zundchst muf} diese Eigenschaft in pHMI. ausgedriickt werden. “Der Automat bietet Tee
an” heiBt, es gibt einen mit “Tee” heschrifteten Ubergang wofiir in gHMI die Formel
(Tee)tt steht. Etwas komplizierter wird schon die Figenschaft, dafi auf allen Pfaden diese
Figenschaft unendlich oft auftritt. Intuitiv heiit “unendlich oft” dasselbe wie “immer
wieder " oder, anders ausgedriickt “es ist immer der Fall, daB} irgendwann o zutrifft”,
wobei ¢ fiir (T'ee)tt steht.

7Zunidchst wenden wir uns dem “fiir alle Pfade gilt immer ¢;” 7zu. Das bedeutet, jetzt
gilt ¢ und nach allen Ubergingen gilt ¢ wiederum und nach allen weiteren Ubergingen
erneut usw. Als rekursive Formel heifit dies:

vX.po1 A [—]X

Nun zu “Auf allen Pfaden gilt irgendwann ¢,” oder etwas niher an der rekursiven (HMTL-
Formel: “Es gilt o jetzt oder nach allen Ubergidngen gilt ¢o irgendwann™. Das legt
folgende Formulierung nahe:

uX.pgv[—]X.
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p e UX(UVATeehttv ({—Htta[]V)) A [-]X

p P U
p EPT (Y (TeeMttv ({(—)tt a[—]V)) A [-]U
p EP uY{Tee)ttv ({(—)tt A [-]Y) p P [—|U
p 22V, p' F> U
PP (Tee)it v ()it a[]V) PP (aV{Tee)tt v ()it a[]V) a[ U
p P ()it a1V, P EP Y (Teehity (A1) p P2 [0
p " ()it pH> [V; p' "V pr” U
p FP it p >V, p' FP2 (Teedttv ((—)tt A [—]Va)
p’ FP (Tee)tt v ((—)tt A [—]V) p’ FP (Tee)tt
p FP' (Tee)tt p FP> tt
p FP'

Abbildung 3.5: Beispielableitung

Dies ist jedoch nicht ganz das Gewiinschte. Zum Beispiel erfiillt ein Transitionssystem
mit nur einem Zustand und ohne Uberginge diese Formel, auch wenn der einzige Zustand
die Eigenschaft ¢q nicht besitzt. Der Grund liegt darin, dafl ein Zustand die Formel [—]¢
inshesondere auch dann erfiillt, wenn er keine Uberginge besitzt. Was also tatsichlich
formuliert wurde, ist “Auf allen Pfaden gilt irgenwann, dafl ¢, zutrifft oder daf} keine
Fortsetzung mehr moglich ist”. Dies 148t sich leicht dadurch beheben, dafi man mittels
{(—)tt explizit die Existenz eines Uberganges fordert. Damit bekommt man:

§Xpa v ()i A[-1X)
Setzt man beide Formel zusammen, so erhdlt man die gewiinschte Formel:
v X. (Y {Teelttv (-t a[-]Y))a[-]X

Diese Figenschaft soll vom Prozefl p des Transitionssystems aus Abbildung 3.4 nachgewie-
sen werden. Mit Hilfe der Regeln aus Abbildung 3.1 generiert man nun das Tableau. An
dessen Wurzel steht das zu zeigende Ziel. Diese Ableitung ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Eine kleine Ungenauigkeit bleibt noch. In den Formeln haben wir die Proposition tt ver-
wendet, obwohl pHMI, nach Definition 2.24 diese gar nicht enthélt. Vereinbarungsgemaf
steht tt fiir die ugHMTI-Formel uX. X, jedoch mufl noch nachgewiesen werden, daf§ man, wie
es in der Ableitung geschehen ist, tatsachlich an Stellen q F tt abbrechen darf, genauerge-
sagt, daBl man an diesen Stellen die Ableitung erfolgreich fortsetzen kénnte. Dies ist aus
Abbildung 3.6 ersichtlich. Dabei steht D’ fiir D - (U = v X.X). Damit ist das Blatt nach
den Kriterien aus Abbildung 3.3 erfolgreich, unabhingig von der Wahl von . Entspre-
chend 148t sich leicht zeigen, dafl fiir q F ff kein erfolgreicher Ableitungshaum existiert,
unabhéngig von der Wahl von . Dabei steht ff als Abkiirzung fiir die Fixpunktformel
uX.X.
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qF? vX. X
qF” U
qF” U

Abbildung 3.6: Fine Ableitung fiir q F tt



Kapitel 4

Beweissystem fiir fHML

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel kommen wir nun zum Kern der Arbeit, dem Beweissystem fiir pHMI..
Wir erweitern ein Gentzen-System fiir den HMI, -Anteil der Sprache um Regeln zur Be-
handlung von Fixpunkten, wobei wir die Idee des vorgestellten Model-Checkers verwenden.
Dieses erweiterte System erlaubt, im Gegensatz zu Hilbert-Systemen, ein zielgerichtetes
Vorgehen bei der Beweisfiihrung. Nach der Prasentation unseres Beweissystems zeigen
wir dessen Korrektheit und Vollstandigkeit fiir einen eingeschrankten Teil von pHMI.. An
vergleichbaren Arbeiten gibt es eine Arbeit von Kozen [Koz83], die einen etwas stérker
eingeschriankten Teil des propositionalen u Kalkiils behandelt. Das System von [HN92], in
der die Einschrankung von Kozen abgeschwicht und sprachtheoretisch beschrieben wird,
dient als Grundlage einer Implementierung, die in die Concurrency Workbench [CPS89]
eingebunden wird. Diese Einschriankung haben wir fiir unser System iitbernommen. Fiir
den vollen propositionalen p Kalkiil gibt es bisher nur ein automaten-theoretisches Ent-
scheidungsverfahren [SE89].

Im néchsten Abschnitt stellen wir das eigentliche Beweissystem vor, also die Regeln
sowie die Abbruch- und Erfolgsbedingungen. Das Kapitel schlieft mit einem ausfithrlichen
Beispiel, an dem wir die Arbeitsweise des Beweissystems demonstrieren.

4.2 Das Beweissystem

In diesem Abschnitt stellen wir den Kern unserer Arbeit vor, ein Beweissystem fiir pHMT,;,
den sogenannten trennenden Anteil von pHMIL.. Dieses System ist ein Gentzen-artiger Se-
quenzenkalkiil, der es erlaubt, zielgerichtete Beweise fiir die semantische Implikation zwi-
schen Formeln zu fithren. Er basiert, wie die im Kapitel 3 behandelten Model-Checker auf
dem Prinzip der Fixpunktinduktion, um die Fixpunktformeln zu behandeln. Bevor wir das
System selbst vorstellen, fithren wir noch einige Begriffe und notationelle Vereinbarungen
ein.

Aussgehend von der Definition der Frfiilltheitsrelation |, definieren wir zunédchst den
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Begriff der semantischen Folgerung, den wir ebenfalls durch £, symbolisieren. Zwei For-
malisierungen der semantischen Folgerungen beziiglich Transitionssystemen sind {iblich.

Definition 4.1 7T stehe fiir ein einzelnes Transitionssystem und T stehe fiir eine Menge
von Transitionssystemen.

Teep & VpEPr.pEry
© 7 & YT eT. wenn T & @ dann T 1)
0 Bt & YT eTVpePr. wennpire dannp er

Entsprechend sei I' |+ ¥ bzw. T' 4% definiert, wobei T' fiir eine Menge von pHMI.-
Formeln steht. |+ wird als globale, £+ als lokale semantische Tmplikation bezeichnet.
Offensichtlich folgt aus der lokalen Tmplikation die globale Implikation zwischen zwei For-
meln. Wir interessieren uns im folgenden in unserem Beweissystem nur fiir den loka-
len Folgerungshegriff, da durch ihn logische Folgerungen beziiglich einzelner Zustédnde der
Transitionssysteme, die wir als Prozesse ansehen, ausgedriickt werden.

Die ITmplikationsrelation |, (wie auch =7 ) ist mit einer Menge von Transitionssyste-
men parametrisiert. Je nachdem, wie man diese Menge wiahlt, bekommt man unterschied-
liche Relationen £+ und |7 . W&hlt man zum Beispiel Tr als die Menge von Transi-
tionssystemen, deren Ubergangsrelation —— reflexiv ist, so gilt beispielsweise [a]p Ers @,
eine Implikation, die nicht gilt, wenn man beliebige Transitionssysteme betrachtet. Bei
uns steht T immer fiir die Klasse aller Transitionssysteme iiber einem gegebenen Alphabet
Act . Im folgenden schreiben wir oft | anstelle von .

Das Beweissystem benutzt Sequenzen der Form T'F? A, wohei D, wie im Model-
Checker, fiir eine Liste von Konstantendeklarationen steht. TI' und A bezeichnen endli-
che Mengen von geschlossenen fHMI.-Formeln, die Konstanten enthalten diirfen, die in D
definiert sind. Wenn ' = {~,72, ..., 7.} und A = {&1,02,...,d,}, so steht die Sequenz
I'EP A fiir das zu zeigende Ziel A7, v P \/7':15]4. Das bedeutet, Mengen auf der linken

Seite des FP stehen fiir die Konjunktion ihrer Formeln, Mengen auf der rechten Seite fiir
ihre Disjunktion. Dabei sei auf zwei Sonderfille hingewiesen. Ist ' beziehungsweise A leer,
so steht T" fiir die leere Konjunktion, also fiir tt, respektive A fiir die leere Disjunktion,
also fiir ff. Als weitere Abkiirzung verwenden wir AT fir A 4, und VA fiir \/7':15'74.

Die syntaktische Tdentitat von yHMI.-Formeln bezeichnen wir mit = . Bei gegebener
Deklarationsliste D fiir Fixpunktformeln steht D(p) fiir die Formel, bei der alle Konstan-
ten durch die Fixpunktformeln entsprechend ihrer Deklaration in D ersetzt werden, bis
die Formel keine Konstanten mehr enthilt. Fiir Formelmengen A ist D(A) elementweise
definiert. Die semantische Implikation beziiglich einer Konstantendeklaration I' e A steht
dann als Abkiirzung fiir D(T') £ D(A). Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit den

Deklarationslisten ist die sog. syntaktische Aquivalenz von Formeln und Sequenzen.

Definition 4.2 (Syntaktische Aquivalenz)

o Jwei Formeln o1 und pq heifflen syntaktisch dquivalent beziiglich einer Konstanten-
deklaration D, wenn qilt:

o1 ~p w2 & D(pr) = Dipa).
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o Jwei Formelmengen I' = {1, ..., v, und I = {~1,...,4. } heiffen syntaktisch aqui-
valent beziiglich einer Konstantendeklaration D, wenn qilt:

I' ~p I', & DT)=DI") ,wobei = die Mengengleichheit ist.

o Zwei Sequenzen U FPT A und 17 FP2 A’ heiflen syntaktisch dquivalent, wenn gilt:

I |_D1 A~ rl l_D2 AI = D] (r) = DQ(FI) und D] (A) = DQ(AI>

Man beachte, dafl zwei syntaktisch aquivalente Formel bzw. Formelmengen auch seman-
tisch iibereinstimmen. Diese Definition der syntaktischen Aquivalenz werden wir spéter
in der Beschreibung der Abbruchkriterien verwenden. Ebenfalls in den Abbruchkriteri-
en benotigen wir eine Notation fiir die Negation einer Formel, da wir keinen expliziten
nicht-Operator haben; wir werden dann @ fiir die duale Formel von ¢ schreiben.

7um Abschlufl miissen wir nun noch prazisieren, welche Teilsprache von yHMI. wir
betrachten. Der sogenannte trennende Anteil, fiir den unser System korrekt und vollstandig

ist, wird in [HN92] folgendermafien definiert.

Definition 4.3 (Aktive Variable) Sei ¢ eine geschlossene Formel und ) eine eine
echte Unterformel von ¢, mit o < @ abgekiirzt.  Dann bezeichnen wir mit 'V, die
Liste aller Fizpunktvariablen, die zwischen ¢ und ¢ liegen: V, = (X,,.... Xy) mit
o = oX,.xn = .. = o Xi.x1 = . Fine Variable X; aus V, heifit aktiv in o, falls
P[Xy = o Xixa]. . [Xior :== o X, 1.xi 1] ein freies Vorkommen von X, enthdilt. Dabei
steht o fiir den gréfiten oder kleinsten Fizpunkt.

Definition 4.4 (Erreichbarkeitssprache) Sei ¥y := {(a)|a € A} und ¥y := {[a]]a €
A} sowie ¥ 1= Yy U Y. Die Errelchbarkel‘rqqprache von X beziiglich einer Unterformel
< (X)), LX) C¥* wird induktiv definiert durch:

1. L(X,) =0, falls X nicht aktiv in .
2. L(X,X) = {c}, wobei & das leere Wort ist.
3. L(X, 1y vibs) = L(X, 1) U L(X, ).
4o L(X 0y atba) = L(X,260) U L(X, ).
5. L(X, a)y’) = (a) o LIX, ) = {{a)w; w € L(X, ")}
6. L(X,[ale) = [a] o L(X,¢) = {[alw; w € L(X,¢)}
(X
(X.
5

7. L(X, oY) = LY, ") o L(X, ).

8. L(X,Y) =LY, ) o LX), wobei aYp' < ¢ die zu'Y gehérende Fizpunktformel

.S

.
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Definition 4.5 (¢HML,)

o Jwei Symbole oy und oy aus X heiffen linkstrennend, wenn o1 # o4 oder oy, 09 € Y-
Dual dazu heiffen sie rechtstrennend, wenn oy # o4 oder o1, 02 € 3y

o Jwei Worter v = v1vg... v, und w = wiwy ... w; aus X* heiffen linkstrennend (resp.
rechtstrennend ), wenn es ein 1 <11 < min(k,l) gibt, bei dem v; und w; linkstrennend
(resp. rechtstrennend) sind.

o Jwei Formeln ¢ und + heiffen beziiglich der Variablen X rechtstrennend (resp.
linkstrennend ), wenn in ihren Frreichbarkeitssprachen L(X, ) und L(X, @) jedes
wy € L(X, ) von jedem wy € L(X, ) rechistrennend (resp. linkstrennend) sind.

o Kine Formel ¢ der Sequenz I' = A heifit trennend, wenn ¢ € 1" und alle Unterformeln
der Form 1y anthy von ¢ linkstrennend beziiglich aller ihrer aktiven Variablen sind,
oder wenn @ € ' und alle Unterformeln der Form 1 vy von o rechistrennend
beziiglich aller ihrer aktiven Variablen sind.

o Die Menge aller trennenden Sequenzen iiber yf HML bezeichnen wir mit uw HMI,

Das besondere Verhalten von trennenden Formeln und Sequenzen bei der Generierung
von Tableaus benutzen wir in der Konstruktion des Korrektheitsheweises.
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Die Regeln

Mit Hilfe der Regeln des Beweissystems, die in Abbildung 4.1 zusammengefafit sind, gene-
riert man Ableitungsbaume oder Tableaus, deren Wurzel mit der zu beweisenden ITmplika-
tion beschriftet ist.

Die ersten vier Regeln sind die iiblichen Regeln zur Behandlung der logischen Kon-
nektive A und v in Gentzensystemen. Die Regeln (A F) und (F v) sind dabei nur
syntaktische Umformungen, da eine Formelmenge auf der linken Seite des F fiir die Kon-
junktion und auf der rechten Seite fiir die Disjunktion ihrer Formeln steht. Die Behandlung
der Disjunktion in Regel ( F v) vergleiche man inshesondere mit der Regel fiir das v im
Modelchecker aus 3.1.

Die Regeln (F a) und (v F ) spalten ein Ziel in je zwei Unterziele auf. Zum Beispiel
werden aus dem Ziel, ‘AT" impliziert VA v (@1 A p2)’ , die zwei Unterziele ‘AT" impliziert
VA v und ‘AT impliziert VA vy,

Die Regeln (weaky) und (weaky) sind Abschwichungsregeln fiir die linke und die rechte
Seite. Man zeigt das Unterziel, um dann daraus das abgeschwéchte Ziel zu folgern.

Die Regeln ({a) F ) und (F [a]) sind dual zueinander und hefassen sich mit der Be-
handlung der Modaloperatoren [a] und {a). Mit der Regel ((a) I ) zum Beispiel will man
aus der Fxistenz eines a-Ubergangs, nach dem o gilt, sowie der Tatsache, daB nach allen
a-Ubergingen die Formeln aus T' gelten, folgern, daB es einen a-Ubergang gibt, nach dem
eine der Formeln aus A gilt. Aus der Vorraussetzung wei man, daB es einen a-Ubergang
gibt, nach dem sowohl ¢ als auch alle v aus I' gelten. Kann man dann das Unterziel
I, FP A zeigen, so gilt nach diesem a-Ubergang eine der Formeln § aus A. Damit ist das
urspriingliche Ziel gezeigt.

Die letzten vier Regeln behandeln die Fixpunktoperatoren g und v und zwar in dhn-
licher Weise, wie dies beim Model-Checker in Kapitel 3 geschehen ist. Beim Auftreten
von Fixpunktformeln auf der linken oder auf der rechten Seite einer Sequenz werden neue
Konstanten eingefiihrt (Regeln (o) und ( F o)), deren Deklaration in D’ festgehalten
wird. Die Konstanten kénnen dann nach den Regeln (Konst =) und (F Konst) geméif
ihrer Deklaration expandiert werden, was der Abwicklung der Fixpunke entspricht. Klein-
ste und grofte Fixpunkte werden von den Regeln dabei auf beiden Seiten des F véllig
gleichbehandelt. Der Unterschied zwischen den Fixpunkten auf der linken und der rechten
Seite der Sequenz tritt spéater bei der Beurteilung des FErfolges einer Ableitung auf.
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(/\l_) r7@1Ag02|_DA
T2 FP A
(l_v) FI—DA,cmvch
IEP Ao, 0
l_ I l_D A7g01 A P2
S M= N Y
) P1 ) P2
l_ r,cm V9 l_D A
(vF) Lo FPA T,o PP A
) P1 ) P2
D
(weaky) a9 A
=2 A
D
(we(],k2) M
=2 A
. D .
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Abbildung 4.1: Regeln des Beweissystems
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Abbruch und Erfolg

Um das Beweissystem zu vervollstindigen, mufl man, wie beim Model-Checker, noch an-
geben, wann man mit der Anwendung der Regeln, das heifit der Generierung von neuen
Unterzielen, abbricht.

Beim Abbruch der Regelanwendung unterscheidet man drei Félle (siehe Abbildung 4.2):

1. Gentzen-Abbriiche

(a’) F,c,o l_D A,g@
(b) T,p,2F” A
(c) TEP Ao,

2. Keine weitere Regelanwendung méglich (0 =7 )
3. Erfolgreich Fixpunkt-Induktion

(a) Man trifft auf eine Sequenz I', U/ F? A mit U = uX.¢ € D
und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit
I, U FP" A’ beschriftet ist, wobei T syntaktisch aquivalent zu T und A’
syntaktisch dquivalent zu A ist und U mindestens einmal abgewickelt
wurde.

(b) Man trifft auf eine Sequenz I' =P U, A mit U = vX.p € D
und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit
I, U FP" A’ beschriftet ist, wobei T syntaktisch aquivalent zu T und A’
syntaktisch dquivalent zu A ist und U mindestens einmal abgewickelt
wurde.

Abbildung 4.2: Abbruchbedingungen des Beweissystemes

In Fall 1 bricht man ab, da man geméfl der Aussagenlogik auf ein wahres Blatt gestoflen
ist, da die Blatter fiir die giiltigen ITmplikationen AT' A E? @ vVA bzw. AT'Ap A E? VA
bzw. AT P v v VA stehen. In Fall 2 mufl man notgedrungen abbrechen, da keine
weitere Regel mehr anwendbar ist. Solch ein Blatt entspricht semantisch tt = ff und ist
somit erfolglos.

3(a) und 3(h) sind die interessanten Falle. Man ist bei der Ableitung auf eine seman-
tische Situation gestofien, die im Baum in dquivalenter Form schon einmal aufgetreten
ist. Aufgrund der Art der Fixpunkte und ihrer Abwicklung hat man hier eine erfolgreich
Fixpunkt-Induktion durchgefithrt. Die Nebenbedingung, daf§ der Fixpunkt zwischen dem
ersten und dem zweiten Auftreten der Sequenz einmal abgewickelt wurde, ist nétig, da diese
Abwicklung dem Induktionsschritt bei der Fixpunktinduktion entspricht. Im einfacheren
und in der Anwendung der Regeln determinitischeren Model-Checker ist diese Bedingung
automatisch erfiillt. Ein weiterer wichtiger Unterschied zwischen unserem Beweissystem



4() KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM FUR pHMI.

und dem Model-Checker ist, dal wir bis auf den trivialen negativen Abbruch § F? § keine
negativen Abbriiche haben, also inshesondere nicht festlegen, wann ein Fixpunktinduktion
erfolglos durchgefithrt wurde. Dadurch gibt es in unserem System auch unendliche Table-
aus, also Tableaus mit wenigstens einem unendlichen Pfad. Somit erhalten wir auch eine
etwas modifizierte Charakterisierung wann ein Tableau erfolgreich ist.

Definition 4.6 Fin mazimales Tableau heifit erfolgreich, wenn alle Pfade endlich sind und
kein Blatt mit O VP 0 beschriftet ist.

Die beweistheoretische Implikation ist dann wie folgt definiert.

Definition 4.7 (beweistheoretische Implikation)

I'EA & Fs qgibt ein erfolgreiches Tableauw mit '+ ANan der Wurzel.

Fiir dieses System werden wir zeigen, daf} es korrekt und vollsténdig fiir pHMT.; ist.

Theorem 4.8 (Korrektheit und Vollstandigkeit) Fir beliebige trennende Sequenzen
' A:
'EA gdw. T AL

In den Abschnitten 5.1 und 5.2 beweisen wir dieses Theorem.

4.3 Beispiele

Die Arbeitsweise des Beweissystemes soll nun noch zum Abschlufi anhand eines Beispieles
gezeigt werden. 7u beweisen sei die folgende Aussage: “Wenn es einen Pfad gibt, bei
dem die Figenschaft o unendlich oft gilt, so existiert ein Pfad, auf dem es immer eine
Fortsetzung gibt, in der irgendwann ¢ gilt”

Erstere Eigenschaft sei mit ¢y, letztere mit ¢y abgekiirzt. Zunichst miissen die beiden
Figenschaften in uHMI. {ibersetzt werden. Im Falle von ¢y soll dies etwas ausfithrlicher ge-
schehen. Dabei ist es vorteilhaft, das Vorgehen hier mit der Herleitung der pgHMI.-Formel
aus Abschnitt 3.3 zu vergleichen. Obwohl die Eigenschaft dort (“Auf allen Pfaden gilt
unendlich oft™) sehr &hnlich klingt, macht die Formel ¢, jetzt deutlich mehr Schwierigkei-
ten. Wir werden sehen, warum. Wie formuliert man also “Es gibt einen Pfad, bei dem die
Figenschaft ¢ unendlich oft gilt”? Intuitiv kann die FKigenschaft “unendlich oft " wieder
durch “immer ist es der Fall, dafl irgendwann ¢ gilt” ausgedriickt werden.

Also versuchen wir zundchst zu formulieren, dafl es einen Pfad gibt, bei dem eine
Figenschaft ¢ immer gilt. Das bedeutet dasselbe, wie “y gilt jetzt und es gibt einen
direkten Nachfolger, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem ¢ immer gilt”. Das
legt folgende rekursive pHMI.-Formel nahe:

vXaba{—)X
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Leider driickt diese Formel eine etwas stiarkere Eigenschaft aus, ndmlich “Es gibt einen
unendlichen Pfad, bei dem 9 immer gilt”. Priziser in Worten ausgedriickt lautet die
gewiinschte Eigenschaft ndmlich: “Jetzt gilt b und wenn es einen Nachfolger gibt, so ist
einer darunter, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem 3 immer gilt”. In Formeln:

VX A ([ (-)X)

Dies entspricht dem Branching-Time-Operator 4Gep, der bereits in Kapitel 2 erwahnt wur-
de.

FEinfacher zu formulieren ist die FEigenschaft, daf} es einen Pfad gibt, bei dem irgendwann
einmal ¢ gilt, namlich durch pX.p v {—)X. Setzt man nun beide Formeln zusammen, so
bekommt man fiir ¢

VX (Vo v (V) A ([T ()X)

Driickt dies nun die gewiinschte Eigenschaft ¢y aus? Leider nein. Man hat im Grunde in
falscher Form iiber die Pfade quantifiziert, genauer gesagt, hat man zwar formuliert, dafl
es einen Pfad gibt, bei dem immer gilt, dafl es eine Fortsetzung gibt, auf der irgendwann
@ gilt, jedoch nicht, dafl es immer noch derselbe Pfad ist. Man hat folglich mit dieser
Formel die Eigenschaft ¢,, nicht jedoch ¢ beschrieben. 7Zum Beispiel erfiillt der Prozef3
p in folgendem Transitionssystem diese Eigenschaft oy (wobei q die Figenschaft o erfiillt,
p hingegen nicht), aber es gibt offensichtlich von p ausgehend keinen Pfad, bei dem ¢
unendlich oft gilt.

Die Existenzquantifizierung in diesem Beispiel wird duch den Modaloperator {(—) erreicht;
um allerdings auszudriicken, daf§ das “immer” und das “irgendwann” sich auf die Exi-
stenz desselben Pfades beziehen, darf man beide Fixpunkte, den grofiten fiir das “tmmer”
und den kleinsten fiir das “irgendwann” nicht voneinander trennen, sondern beide miissen
verschrinkt auftreten.

Das Problem soll nun etwas anders formuliert werden. “Es gibt einen Pfad, bei dem
unendlich oft ¢ gilt” heifit, “Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ gilt und von dieser
Stelle aus gibt es wiederum einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ gilt” und dies unendlich oft.

“Fs gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ und X gilt”, kénnen wir bereits hinschreiben:

O(X) =puY(enX)v{=)V

Das durch @ geforderte Verhalten soll nun unendlich oft hintereinander moglich sein. Dies
driickt man durch einen grofiten Fixpunkt aus:

vX0(X)=vX.uY(ipaX)v{—)Y
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Dies ist allerdings immer noch nicht ganz richtig. Die Bedeutung dieser Formel ist zwar in
der Tat, daf irgendwann ¢ gilt und von dort wieder irgendwann und unendlich oft so weiter.
Der Fehler liegt diesmal bei dem “Trgendwann” denn es bedeutet “.Jetzt oder irgendwann
spater”. Damit besitzt zum Beispiel ein Prozef}, der aus nur einem Zustand besteht, fiir
den die Eigenschaft o erfiillt ist, und der keine Uberginge hat, diese Figenschaft v X.0(X).
Wenn man nun noch das “irgendwann” durch “irgenwann aufler jetzt” ersetzt, hat man
nun endlich und tatsachlich die Eigenschaft ¢;:

2 = VXA IB(X) = X (Y (Yo X) v (-)Y)

Dieses ausfithrliche Beispiel zeigt zum einen, daf§ aufgrund der Ausdrucksstérke der To-
gik die Formulierung von Figenschaften durchaus subtil sein kann. Insbesondere mufi man,
da es sich bei ykHMT, um eine Logik der verzweigten Zeit handelt, sorgfiltig beachten, iiber
welche Pfade man jeweils quantifizieren will. Zum anderen scheint es, dafl es interessante
Eigenschaften gibt, bei denen man auf eine echte Verschrankung von Fixpunkten nicht
verzichten kann.

Zuriick zum Beispiel. Nun soll, wie bereits zu Beginn des Abschnittes angekiindigt, ge-
zeigt werden: ¢ impliziert 3. Man beginnt also ein Tableau zu generieren, dessen Wurzel
mit der zu zeigenden ITmplikation beschriftet ist. Die ersten vier Schritte behandeln die
auBeren Fixpunkte, fiir die die Konstanten R und T eingefithrt werden. Deren Deklarati-
on wird in Dy und D, festgehalten, das heifit Dy = (R = v X.(—)(uY.(oAr X)v{()Y)))
und Dy =Dy - (T = v X. (1Yo v ()Y )a([-]ffv{—)X))) Danach werden die Konstanten

gemaf ithrer Deklaration wieder expandiert. Die ersten Ableitungschritte lauten somit:

U XA 0 X) v (V) o X((6Y oo v (V) A ([P () X))
BT o X (1Y (V) A (V) X))
RFEP>T
(Y (o R)v (V)P T
(Y (A R) v (=)Y) EP2 (Yoo v ()Y) a ([]fEv ()T
Das A auf der rechten Seite bewirkt nun eine Aufspaltung in zwei Unterziele, von denen

nur das erste, namlich (—)(uY.(@ A R) v (YY) FP2 4Y.o v ()Y weiterverfolgt werden soll.
Durch passende Anwendung der Regeln fiir die Behandlung der Fixpunkte sowie fiir das v

auf der rechten Seite und abschlieBender Abschwichung der rechten Seite bekommt man:

()Y (pn B)v (V) EP2 Yoo v ()Y
()Y (o n B) v (—)Y) B> T

()WY (pn B) v (V) EP ov ()1
() Y(e n B) v ()Y) BP0, ()1
(N Y-(on R)v (=)V) EP ()1

In D3 wurde die Konstante Uy fiir die Eigenschaft “Fs gibt einen Pfad, auf dem irgendwann
einmal ¢ gilt” eingefithrt. Nun steht man zum ersten Mal im Verlaufe des Beweises vor ei-
nem wirklichen Schritt in dem Sinne, dafl nicht nur aus Buchhaltungsgriinden Konstanten
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eingefithrt, Fixpunkte abgewickelt werden oder das Ziel entsprechend logischer Konnektive
in Unterziele aufgespalten wird. Damit setzt sich die Ableitung wie folgt fort:

(N pY(pn R) v ()Y) EP ()T
/,LY.((,Q A R) v <—>Y FDa U,
Sy FPe U,
(cp A R) v <*>S1 P« 1,

Wiederum spaltet sich der Beweis auf: Der eine Zweig ¢ o B FP* U} endet nach drei Schrit-
ten erfolgreich mit der Sequenz o, R FP+ ¢, (—)U,. Der zweite Zweig benétigt noch einige
Ableitungsschritte bis eine Sequenz (S; FP+ U;) auftaucht, die es bereits einmal weiter oben

gab. An dieser Stelle wird nach den Kriterien aus Abbildung 4.2 erfolgreich abgebrochen.

()8, FP 1,
(VS FP% o (),
()

()

S] |_D4 997<*>[]1
VS FP (),
Sy FP U,

In diesem Blatt ist auf der linken Seite die Konstante 57 enthalten, die fiir einen kleinsten
Fixpunkt steht. Dariiberhinaus wurde diese Konstante zwischen dem erstmaligen Aufteten
der Sequenz und diesem Blatt einmal expandiert. Damit ist das Blatt erfolgreich.

In Abbildung 4.3 ist der gesamte Beweis mit den noch fehlenden Zweigen dargestellt.
Dabei verzichten wir auf die explixite Angabe der Deklarationslisten D;. An den jeweiligen
Stellen ergeben sich diese durch die Hinzufiigung der Deklaration der entsprechenden neuen
Konstanten.
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Kapitel 5

Die Korrektheit und Vollstandigkeit

5.1 Die Korrektheit

In diesem Abschnitt zeigen wir die Korrektheit des Beweissystems fiir pHMI,,. Fiir die
Konstruktion des Beweises bendtigen wir einige Lemmata und Satze, die wir jetzt erlautern.

Lemma 5.1 (Backward-Soundness) Fir jede Regel aus Abbildung 4.1 folgt die Frfillt-
heit des Zieles aus der Frfilltheit der entsprechenden Unterziele der Regel.

Beweis zu 5.1

Fiir die Regeln (A F ), (F v), (weaky) und (weaks) gilt die Aussage trivialerweise bzw.
ist der entsprechende Beweis sehr einfach.

Die Beweise fiir die Regeln (F ), (v F ), ({(a) F ) und ( F [a]) sind Schluifolgerungen der

propositionalen Logik zusammen mit FEigenschaften der Erfiilltheitsrelation E2 .

(F A) Per Annahme gilt AT 2 o1 v VA und AT EP 5 v VAL 7 zeigen ist, daB dann auch
AT EP (@1 A@2) VA gilt. Es gilt per Annahme fiir alle T € T und alle p € Py :

( wenn p 2 AT  dann p 2 @7 vVA) und

( wenn p 2 AT dann p 2 @3 v VA)

(pE? AT oder p ER @1 vVA) und (pi? AT oder p ER wa v VA)
(pE? AT oder (p ER w1 v VA und p ER w2 v VA)

(pr? AT oder (p ER (w1 vVA) A (p2vVA))

(PR AT') oder (p R (w1 A 2) v VA)

= wenn p 2 Al' dann p E2 (¢1 A p2) v VA.

=
=
=
=

Somit gilt dann also auch AT E? (@1 A @a)VA.
(F v) Der Beweis ist analog.

({a) F ) Per Annahme gilt @A AT' E?» VA, Wir haben zu zeigen, dafi dann auch
(ayp n N{la]y:y € T EP V{{a)d; 6 € A} gilt. Ausgeschrieben heifit das:

45
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VT € T.Np € Pr .wenn p 2 (a)p A AM[a]y;y € T} dann p g2 \/; 0 (a)d. Bs gelte
also fiir beliebiges T' € T und beliebiges p € Pr :

p 2 (a)p anA{la]y;y € T'}

P 7 (a)p nfa] Ay

Ip’ € Pr .p—=p'ap’ E2 ¢ und Vp” € Pr . wenn p——p” dann p” g2 w/e\F7
Ip’ € Pr .p-—=p' und p’ 2 p A w/e\l“’y

Ip’ € Pr .p——p’ und p’ ER VA (nach Vorraussetzung)

p R (0)VA

P E? Vieala)d

was 71 Zeigen war.

R

(F [a]) Der Beweis ist dual zu obigem Beweis.

Bei den letzten vier Regeln (o b ), (F o), (KonstF ) und (F Konst) folgt die Back-
wardsoundness wieder unmittelbar. Bei Regel (o F ) und (F o) ist nichts zu zeigen. Der
Fixpunkt wird jeweils durch die entsprechende Konstante ersetzt, an der Semantik dndert
sich dadurch nichts.
In Regel (Konst F ) und analog in Regel (= Konst) wird ein Fixpunkt abgewickelt; das
heiBt, es wird die Formel v X.o( X)), fiir die U steht, durch o(v X.¢( X)) ersetzt, was o[ X :=
U] entspricht. Da v X.p(X) einen Fixpunkt darstellt, gilt [vX.o(X) ] = [e(vX.o( X)) ].
]
Die somit bewiesene Backward-Soundness ist ein wichtiger Ansatzpunkt in der Kon-
struktion des Korrektheitsheweises, genauso wie die nun folgenden Lemmata 5.3 und 5.4.
Fiir deren Beweis verwenden wir die sog. finite-model-Figenschaft von yHMI..

Satz 5.2 (finite - model - Eigenschaft) Sei ¢ eine uHMI-Formel. Ist ¢ erfiillbar, so

bereits in einem Transitionssystem mit endlich vielen Zustinden.

Der Beweis fiir diesen Satz findet sich in [SE89]. Dort wird diese Figenschaft fiir den
modalen p-Kalkiil gezeigt. Damit gilt sie auch fiir gHMI., da gHMI. eine Unterlogik des
Propositionale p-Kalkiils ist mit tt und ff als einzigen Propositionen.

FEine wichtige Eigenschaft von Logiken mit der finite-model-Eigenschaft ist die Tatsa-
che, dafl einen Formel bereits giiltig ist, wenn sie in allen endlichen Modellen giiltig ist.
Aufgrund dieser Tatsache kénnen wir die nachsten beiden Lemmata zeigen.

Lemma 5.3 Fiir beliebige endliche Formelmengen I') A C uHMI und eine beliebige For-
mel o € wHML gilt:

WennAT'yE? v X.o v VA dann existiert ein n € w mit
AT EP " X.ov VA und AT 07T X p v VAL

Beweis zu 5.3
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Sei also AT'E? v X .o v VA und gelte als Widerspruchsannahme
Vn € w. wenn Al " X.ovVA dann AT "7 X.pv VA, (1)

Da °X.p = tt, gilt auf jeden Fall AT £1°X.0v VA und per Induktion somit
Vn € w. Al' " X.p v VA, Ausgeschrieben bedeutet das:

Vn € wVT € TNp € Pr.wenn p 2 Al'dann p ER V" X.opvVA =
VT € T.VYp € Pr.wenn p ER Al dann Vn € w.p ER " X.p v VA.

Als Widerspruch zu Voraussetzung wollen wir jetzt folgern, dafl
VT € TVp € Pr.wenn p R Al dann p 2 v X.po v VA

was gleichbedeutend ist mit AT E? v X.p v VA. Seijetzt T € T,p € Pr und aufgrund der
Annahme (1) gilt: wenn p £2 AT dann Vn € w.p 2 v" X.o v VA. Wir machen nun eine
Fallunterscheidung, ob p endlich oder unendlich ist.

Fall a): p ist ein endlicher Prozel. Damit ist ¢ stetig und nach Satz 2.26 gilt, daf
p E2 v X.pv VA genau dann wenn Vn € w.p F2 " X.p v VA.
Also gilt:

VT € T.V¥p € Pr.wenn p 2 Al und p endlich dann p 2 v X.p v VA.

Es gibt also zumindest keinen endlichen Prozel, der ein Gegenmodell zu

AT EP v X.p v VA ist.

Fall b): p ist ein unendlicher Prozefl. Nun kann man, da ¢ nicht notwendigerweise stetig
ist, nicht direkt schlieflen, dafl

VT € TVp € Pr.wenn p R Al dann p 2 v X v VAL
Nimmt man fiir p das Gegenteil an, namlich

p ER2 Al und pgr2 v X.po v VA so folgt
p E2 AT und p 2 (v X.o v VA) und weiter
p ER AL A (VX.(,Q v \/A).

Das bedeutet, der unendliche Prozefl p erfiillt die Formel AT' A (v X.o v VA) . Wegen Satz
5.2 gibt es nun auch einen endlichen Prozefl p, der dieselbe Formel erfiillt. Das heifit,
P E2 Al und ppr2 v X.ov VA was im Widerspruch zu Fall a) steht. Somit haben wir
gezeigt, daB aus der Annahme (1) folgt: AT E? v X .0 v VAL Dies widerspricht jedoch der
Voraussetzung des Lemmas. O]



48 KAPITEL 5. DIE KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT

Lemma 5.4 Fiir beliebige endliche Formelmengen I') A C wHMI. und eine beliebige For-
mel o € wHML gilt:

Wenn AU A puX.opr? VA dann existiert ein n € w mit
AT A" X EP VA und AT A p™ X.pp? VAL

Beweis zu 5.4
Sei also AT A uX.pp? VA und gelte als Widerspruchsannahme

Vn € w. wenn AT'Ap"X.o = VA dann AT Ap"t' X £ VAL (2)

Da p°X.p = T, gilt auf jeden Fall AT A u” X.¢ = VA und per Induktion somit
Vn € w. AT' A" X.po £ VA. Ausgeschrieben bedeutet das:

Vn € wNT € TNp € Pr.wenn p ER2 AI'Ap" X.p dann p R VA =
VT € T.Vp € Pr.wenn (An € w.p 2 AI' A p” X.p dann p 2 VA.

Als Widerspruch zur Voraussetzung wollen wir wiederum schlieflen, dafl
VT € TVp € Pr.wenn p R Al A uX.p dann p 2 VA.

was gleichbedeutend mit AT'A pX.p E? VA ist. Sei wiederum T € T,p € Pr und auf-
grund der Annahme (2) gilt: wenn dn € w.p E2 Al Ap” X.p dann p 2 VA, Wie beim
vorhergehenden Lemma machen wir wieder eine Fallunterscheidung, ob p endlich oder
unendlich ist.

Fall a): p ist ein endlicher ProzeB. Dann ist ¢ stetig und es gilt nach Satz 2.26 und dem
analogen Schlufl wie im vorhergehenden Lemma, daf

VT € TVp € Pr.wenn p R Al A uX.p dann p 2 VA.

Fall b): p ist ein unendlicher ProzeB. In gleicher Weise wie im vorhergehenden
Lemma bekommt man aus der Widerspruchsannahme; daB p 2 AT A uX.@ A VA.
Wegen Satz 5.2 gibt es dann auch wiederum ein endliches Modell p mit
PERAT AuX.o und P2 VA | was im Widerspruch zu Fall a steht. Somit ha-
ben wir gezeigt, daBl aus der Annahme (2) folgt: A" A uX.o E? VA, was wiederum der
Voraussetzung des Lemmas widerspricht.

]

Damit ist man nun in der Lage, die Korrektheit (die eine Hélfte von Theorem 4.8)

zu zeigen. Die grundlegende Beweisidee, bei der wir uns an die Konstruktion im Kor-
rektheitsbeweis des Model-Checkers in [SW89] angelehnt haben, ist folgende: Wir nehmen
an, daf§ wir fiir eine Sequenz ein erfolgreiches Tableau konstruiert haben, ohne daff die
der Sequenz entsprechende semantische Implikation giiltig ist. Aufgrund der bewiesenen
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Backward-Soundness der Regeln mufl dann bereits ein semantisch falsches Blatt existieren.
Mittels eines Induktionsargumentes sowie mit Hilfe der Lemmata 5.3 und 5.4 zeigen wir,
dafl es dann unendlich viele falsche Blatter geben muf}, was im Widerspruch zu Endlichkeit
des erfolgreichen Tableaus steht.

Beweis zu 4.8( =)
Gegeben sei I'g F Ag, das heifit es gibt ein erfolgreiches Tableau 7 mit der Wurzel I'y F° Aq
und nehmen an, dafl Ay keine semantische Folgerung von Ty ist, also I'gle Ag gilt. Aufgrund
der Backward-Soundess muf es dann bereits ein semantisch falsches Blatt T7 g»" A’ geben.

Dieses Blatt kann nicht von der Form T, o F? o, A, T'FP 3,0, A oder T,0,5FP A
sein, da fiir solche Blatter die semantische Implikation trivialerweise immer gilt. Folglich
muB es von der Form T'FP U, A bzw. T, U FP A sein, wobei die Konstante U/ und die
Formelmengen I') A die FErfolgsbedingungen aus Abbildung 4.2 erfiillen.

Unter allen semantisch falschen Blattern wiahlt man nun eines, bei dem die Konstante
U die folgende Bedingung erfiillt: Oberhalb der Einfithrung von U wurde keine andere
Konstante U eingefiihrt, die ebenfalls zu eimen semantisch falschen Blatt fithrt. Wir
haben somit ein falsches Blatt und eine zugehorige Konstante ausgewéhlt. Je nachdem, ob
diese Konstante links oder rechts vom F?' steht, unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1:
Das ausgewihlte Blatt ist von der Form T F? [/, A, wobei U/ dann gemiB der Abbruch-
kriterien fiir einen grofiten Fixpunkt steht. Die Sequenz, bei der das U zum ersten mal
anftaucht sei TV FP U, A’. Der Teilbaum mit dieser Sequenz als Wurzel bezeichnen wir
mit 7.

Dieser Teilbaum 7" kann nun mehrere falsche Blitter der Form r I—D U, A mit der
selben Konstanten U enthalten. Fiir jedes dieser Blatter gilt also rb&D U, A. Damit gibt
es nach Lemma 5.3 fiir jedes dieser Blatter ein n € w mit

[ 7 V" X.pv VA und Dy? pt! X.pv VA.

Aus all diesen Blittern des Teilbaumes 7" wihlt man nun ein Blatt T'FP [, A mit mi-
nimalem n. Nun transformiert man 7’ so, dafl die Kontstante {/ an jeder Stelle durch
die endliche Approximation 1" X.p ersetzt wird. Den neuen Baum nennen wir 7*. Da
die Sequenzen im Tableau trennend sind, enthalten die Formelmengen I' und A nicht die
Konstante {7, so dafy deren Semantik durch die Transformation nicht verdndert wird. Dies
ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

In 7% gilt entsprechend der Wahl des Blattes T' £? " X.p, A | das heifit durch die
Transformation ist aus dem falschen Blatt ' =P [/, A'in 7/ das wahre Blatt T'F? " X.p, A
in 7 geworden. Fhenso ist jetzt auch der Knoten mit der Sequenz T'FP” v"X. o, A
in 7 semantisch giiltig. Der Nachfolgerknoten von T FP” 0" X.0A ist allerdings mit
I'EP" o[ X := 1" X.p], A beschriftet und, da o[X := 1" X.¢] fiir "' X.© steht, gemiB
der Wahl von n falsch. Aufgrund der Backward-Soundness mufi 7% also mindestens ein
weiteres falsches Blatt besitzen. Dieses semantisch falsche Blatt stammt nicht von einem
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™ EP U A T EP L X o, A

T DII T
Tk U A Tk UX@A
TP e[X = U], TP e[ X = v X.o],

FI—DU,A | ”X@A

Abbildung 5.1: Skizze zum Korrektheitsheweis

Fixpunktabbruch mit der Konstante U/, da alle diese Blitter durch die Transformation und
die Wahl von n im neuen Baum giiltig sind. Also muf} es ein anderes Blatt T’ F? V, A bzw.
I,V FP A mit einer von U verschiedenen Konstante V geben, welches semantisch falsch ist.
Dieses V- muf, aufgrund der Wahl von U, im Tableau unterhalb von U eingefithrt worden
sein. Zusammen mit Fall 2 kann man nun die gesamte Konstruktion mit diesem Blatt
im Baum 7" wiederholen. Das bedeutet jedoch, dafi das urspriingliche Tableau unendlich
viele verschiedene Konstanten enthélt, was im Widerspruch zur Endlichkeit des Tableaus
steht.
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Fall 2:

Dieser Fall ist zum Fall 1 dual. Anstelle des groiten Fixpunktes auf der rechten Seite muf}
man nun einen kleinsten Fixpunkt auf der linken Seite des F? behandeln. Man wihlt das
kleinste n, fiir das gilt: AT A p"X.o =P VA und AT A p” T X.p? VA . Ansonsten funk-
tionieren die Uberlegungen genanso und man kann wiederum folgern, daB es ein weiteres
falsches Blatt mit einer anderen Konstante geben muf}, die nach U eingefiithrt wurde.

In beiden Féllen gibt es also in 7% ein weiteres falsches Blatt mit einer Konstanten, die
erst in 7" eingefithrt wurde. Somit kann man die gesamte Konstruktion in 7 wiederho-
len. Da Blitter, die in 7% erfolglos sind auch insbesondere in 7 falsch sind, muf} es also
im urspriinglichen Tableau unendlich viele verschiedene Konstanten gegeben haben (die
inshbesondere zu semantisch falschen Bldttern gefiihrt haben). Dies steht aber im Wider-
spruch zur Endlichkeit des Tableaus. Folglich sind auch die Blitter der Form I' FP [, A
bzw. T, U FP A giiltig und somit wegen der Backward-Soundness auch die Sequenz an der
Wurzel des Tableaus. O

5.2 Die Vollstandigkeit

Nachdem wir die Korrektheit des Kalkiils fiir trennende Sequenzen gezeigt haben, beweisen
wir nun die entsprechende Vollsténdigkeit. Tm gesamten Abschnitt werden wir uns auf
Grund der Symmetrie der Regeln (siche Beobachtung 5.5) auf die Betrachtung der rechten
Seite des F beschranken.

Der klassische Beweisansatz um die Vollstandigkeit einer Logik zu zeigen, ist i.A. fol-
gender: man zeigt, dafl jede konsistente! Formelmenge ein Modell hat, was dquivalent ist
zur Aussage: ist eine Formel nicht herleitbar, so ist sie auch nicht giiltig, und es gibt somit
ein Gegenmodell fiir die Formel.

Um aus der Konsistenz einer Formel ein Modell fiir diese Formel zu konstruieren, haben
wir uns eine Konstruktion ausgedacht, die auf eine Fixpunkt-Flimination hinauslauft. Die
Beweisskizze sieht wie folgt aus: Eine konsistente Formel ¢ ist gegeben, ein Modell fiir ¢
gesucht.

1. Sukzessive Ersetzung der p-Fixpunkte in ¢ durch je eine geeignet gewiahlte, endliche
Approximation. Die neue Formel ¢’ ist weiterhin endlich und konsistent, und enthilt
hochstens noch v-Fixpunkte (Lemma 5.7).

2. Wir ersetzen die Formel ¢’ durch die Formelmenge ¢’ die anstelle der v-Fixpunkte
jeweils alle endlichen Approximationen dieser Fixpunkte enthélt. Diese Menge ist
i.A. unendlich und ist weiterhin konsistent (Lemma 5.11).

3. Diese Menge ¢'™, die wir endlich erzeugt nennen, besteht nur aus HMI -Formeln.
Da unser Beweissystem fiir diesen Sprachanteil stark vollstandig ist (Theorem 5.12),
hat diese unendliche Menge auf Grund ihrer Konsistenz auch ein Modell.

'Fine Formelmenge A heifit F -konsistent, gdw. es keine endliche Teilmenge {01, ©s, ..., ¢, C A gibt,
sodaBl o1 v ... v, A
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4. Mittels Filtration zeigen wir, dafl endlich erzeugte HMI, -Formelmengen die soge-
nannte small-model Figenschaft (Korollar 5.19) besitzen. Somit hekommen wir ein

endliches Modell T fiir ™.

5. Auf endlichen Modellen sind v-Fixpunkte und die Menge ihrer Approximationen aber
semantisch aquivalent. Somit ist T also auch ein Modell fiir ¢/, und dann natiirlich
auch fiir ¢, da T fiir jeden u-Fixpunkt jeweils eine endliche Approximation erfiillt.
Folglich ist T das gesuchte Modell fiir .

In der folgenden Beobachtung begriinden wir, warum wir uns auf die Betrachtung der
rechten Seite des = beschranken konnen, und trotzdem eine Aussage fiir das ganze System
erhalten.

Beobachtung 5.5 Fiir alle Formelmengen T', A C pHMTI, gilt folgende Aquivalenz:
I'FAgdw FTVA

Diese Figenschaft, in der T die duale Formel zu T' bezeichnet, besitzen alle Gentzen-
Systeme mit =-Regel und auch unser System, da zu jeder Regel auch die duale Regel in
unserem System enthalten ist; d.h., unsere Regeln sind unter Dualitdt abgeschlossen und
gleiches gilt fiir die Abbruch- und Erfolgs-Bedingungen.

Der nachste Satz bildet die Grundlage fiir die Ersetzung von p-Fixpunkten in endlichen
konsistenten Formeln durch eine entsprechende Approximation. Dabei benutzen wir Fe

als Abkiirzung dafiir, daf} es kein erfolgreiches Tableau mit () F° o an der Wurzel gibt.
Satz 5.6 [ir jede Formel (v X.p) € pHMIL gilt:

wenn FY(vX.p) dann In € w1V X.p)

Beweis zu 5.6

Es gilt (v X.@), was heifit, bei allen Tableaus fiir (v X.p) gibt es mindestens ein nich-
terfolgreiches Blatt @ - () oder einen unendlichen Pfad. Sei nun also das n grofler als
| 2P X9) | yind man versuche, ein erfolgreiches Tableau 7 fiir die Sequenz @) F (1" X.p)
zu entwickeln. Zugleich wende man jede Regel bei der Entwicklung von 71 in gleicher Weise
auch auf einen hierbei entstehenden Ableitungsbaum 7, fiir @ - (v X.¢) an. Dieser gleicht
somit 7y bis auf die Tatsache, dafl der Fixpunkt v X. in ersterem durch die Approximation
" X.p reprasentiert wird und somit in letzterem an geeigneten Stellen die Regeln fiir die
Konstanteneinfithrung ( F o) bzw. Konstantenexpansion ( F Konst) angewandt werden,
wahrend dies in 7 nicht der Fall ist. Nun ist die Behauptung: in jedem der teilabgeleite-
ten Tableaus 7 gibt es ein Blatt, welches nicht erfolgreich ist. Dazu betrachte man eine
Sequenz in Ty, welche, fortgesetzt, zum Miflerfolg fithren wird oder bereits selbst ein nich-
terfolgreiches Blatt darstellt. Laut Annahme muf es eine solche geben. Die entsprechende
Sequenz in 71 kann dann kein erfolgreiches Blatt sein. Als Gegenteilsannahme sei diese
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Sequenz ein erfolgreiches Blatt und mufi mithin von einer der folgenden Formen sein:

o ¢, I'. Die entsprechende Sequenz in 75 ist dann auch von dieser Form und ebenfalls
erfolgreich, ein Widerspruch.

o - U, T" und erfolgreich aufgrund einer Wiederholung des Fixpunktes. Die Wiederholung
betrifft also nicht den “Fixpunkt” v X.p, die entsprechende Sequenz in 75 weist diese Wie-
derholung in derselben Form auf und ist damit gleichfalls erfolgreich.

o - U.T', wobei das U als Konstante fiir den Fixpunkt v X.X = tt steht, der durch die
n-fache Abwicklung des " X.¢ freigelegt wurde, also dem 1° X.o entspricht. Dies jedoch

2P X-2) | mal abgewickelt worden

bedeutet, dafl der Fixpunkt v X.¢ in 7, mehr als |
sein muB. Somit muf} es vor der Sequenz in 7, bereits eine erfolgreiche Wiederholung und

damit einen erfolgreichen Abbruch gegeben haben. O

Korollar 5.7 (Abschlu8 fiir kleinste Fixpunkte) /n einer konsistenten Formel sind
alle kleinsten Fixpunkte durch geeignete Approximationen ersetzbar, ohne daf$ die Konsi-
stenz verloren geht.

Beweis zu 5.7
Eine einfache Folgerung aus Satz 5.6. Kontrapositiv besagt dieser, dafy aus der Konsistenz
von ¥(uX.p) gefolgert werden kann, dafl es ein endliches n gibt, sodaf} ¢ (u” X.¢) ebenfalls
konsistent ist. Damit lassen sich in einer Formel die kleinsten Fixpunkte sukzessive z.B. von
aufen nach innen ersetzen. Bei jeder einzelnen Ersetzung kénnen weiter innenliegenden
Fixpunkte vervielfiltigt werden, durch die Endlichkeit der Approximationen endet der
Prozefl jedoch nach endlicher Zeit. |
Als nachsten Konstruktionschritt im Vollstandigkeitsbeweis wollen wir die v-Fixpunkte
eliminieren. Dazu zeigen wir, dafl man 7zu einer konsistenten Formelmenge A, die nur
v-Fixpunkte enthilt, beliebige Approximationen der Fixpunktformeln in die Menge mit
aufnehmen kann, ohne die Konsistenz der Menge zu verlieren. Fiir den Beweis definieren
wir uns zunéchst die Approximation einer Fixpunktformel und benutzen dann die folgenden
zwel Lemmata.

Definition 5.8 (Diagonale Approximierung) Sei ¢ eine Formel aus uHMIL, wobei
0.B.d.A. alle Rekursionsvariablen unterschiedlich seien. Fap(p) sei dann diejenige For-
mel, bei der alle Fixpunkte auf der obersten Fbene in @ genau einmal expandiert wurden.
App" (@) ist nun in folgender Weise induktiv definiert:

App"(tt) = tt
App™(ff) = ff
App™ (1 np2) = App™(e1) A App” (1)
App™ (1 vipz) = App"(e1) v App” (1)
App”(lale) = [a]App" ()
App"({a)p) = (a)App"(p)
App" (v X.p) = ft
App™t (v X.p) = App"(Fap(p))
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Lemma 5.9 (Kompositionalitdat von F ) Fir beliebige Formeln der Gestalt v =
(1,1, .. aby) und ' = (], 0L, . ) aus wHML, wobei ¢ ein rein modaler Kontext

ist, gilt: Wenn fiir alle 1 € {1,...n} gilt: ; F !, dann o(1,0a, ... ,) F (), d5, .. .4b)).

Beweis zu 5.9
Induktion iiber den Formelaufbau von .

1. © =, dann ist nicht zu zeigen:

2. © = 1 v
w1 vy F vy
©1 F o) vy 2 P vy
01 @1, 9% w2 - 07, )
o1 w2 b}

wobei die beiden Unterziele per Induktionsannahme ableitbar sind.

3. 0 = ©1 APy
w1 APy B A,
01 A2 B @ 01 A P2 F
9917992|‘<P§ 9917992"99'2
o1 2 = @

wobei die beiden Unterziele per Induktionsannahme ableitbar sind.

4. o ={a)er
(a)pr F {a)¢)
o1 @

wobei das Unterziel per Induktionsannahme ableitbar ist.

5. = la]e
R
o1 F ¢}

wobei das Unterziel per Induktionsannahme ableitbar ist.

6. ¢ = v X.p1 braucht man nicht zu betrachten, da dieser Fall laut Annahme ausge-
schlossen ist.

Dieses Lemma bendtigen wir im Beweis der folgenden Aussage.
Lemma 5.10 [ir alle Formeln o € uHMIL gilt:

Vn € w.p - App” (@)
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Beweis zu 5.10

Sei ¢ von der Gestalt (v X1, ..., vX,,.,), wobei die vX;.¢b; samtliche Fixpunkte
auf der obersten Ebene innerhalb von ¢ darstellen und somit ¥ rein modal ist. We-
gen Lemma 5.9 reicht es zu zeigen, daf} fiir jedes n sowie fiir alle 7 € {1,2,...,m} gilt:
v X, b = App™ (v X;.4b;). Dieses zeigen wir mittels Induktion iiber n.

n = 0: v X;.9; F tt gilt offensichtlich.

n>0: 7u  zeigen ist also die Ableitharkeit von v X;.ah F App"t (v X, .4h;),
d.h. von v X, B App" (Fap(v X;.40)). Dabei ist v X;a); von der Form
v X, b (wYixt, ... vY,.x,) wobei  die vY,.y; alle an oberster Stufe in-
nerhalb  von vX;.4); stehenden Fixpunktformeln sind und damit ¢! rein
modal ist. App"(Fxp(vX;.a;)) ist  damit  gleich & App™(vYi.xa[ X =
v X h]), o App"(vY,. x| X: = v Xial])).  Per Induktionsannahme gilt fiir al-
le j € {l,....p} - vV Xs = v Xoab B App” (VY. [ Xi = v X, 40]) und mittels
Lemma 5.9 die Behauptung fiir n + 1.

O]

Mit Hilfe dieser Vorarbeiten konnen wir nun den zweiten wichtigen Satz fiir die Fix-
punktelimination zeigen.

Satz 5.11 (AbschluB fiir grofite Fixpunkte) Fir alle konsistenten Formelmengen
AU} ist auch AU{p}U U, A A" (@)} konsistent.

Beweis zu 5.11

Sei im Widerspruch dazu die Menge A U {¢} U [, {App"(¢)} inkonsistent. Dann gibt
es ein m € w, fiir das die Menge AU {o} U U, .., {App" (@)} noch konsistent ist, A U
{e} U U, <, {App"(¢)} jedoch inkonsistent. Aus dieser Tatsache und der propositionalen

Vollstandigkeit des Systems folgt, daB dann A U {¢} U U, ... {App"(©)} U {App™(¢)}

konsistent sein mufl und damit auch {¢, App™(¢)}. Dies steht im Widerspruch zu Lemma
5.10.
O

Mittels der Lemmata 5.7 und 5.11 sind wir nun in der Lage, eine konsistente Formel
durch eine i.A. unendliche aber ebenfalls konsistente Menge von Approximationen zu er-
setzen. Dabei ist die Reihenfolge der Ersetzung  zuerst werden alle kleinsten Fixpunkte
durch jeweils eine passende endliche Approximation ersetzt und danach die grofiten Fix-
punkte durch eine passende unendliche Menge von Approximationen von Bedeutung, da
die Existenz eines endlichen n fiir die kleinsten Fixpunkte in Satz 5.6 davon abhéngt, daf
die Formel bzw. die Formelmenge, in der ersetzt wird, endlich ist.

Mit der Elimination sowohl der kleinsten als auch der grofiten Fixpunkte sind wir bei
einer konsistenten HMI,  Formelmenge angekommen. Fiir diesen Teil der Logik kénnen
wir dabei auf ein bekanntes Ergebnis zuriickgreifen.
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Theorem 5.12 Das Beweissystem ist stark korrekt und vollstindig fir HMI, ?

Dieses Ergebnis kann man in [Sti92] nachlesen.

Aufgrund der starken Korrektheit und Vollsténdigkeit des Beweissystems fiir
HMI. wissen wir, daf§ eine konsistente Formelmenge auch ein Modell besitzt. Da sich
aber im Verlauf der bisherigen Konstruktion die Semantik beim Ubergang von der ur-
spriinglichen tHMT. Formel zu der endlich erzeugten Formelmenge gedndert hat, reicht
die Fxistenz eines Modells fiir die Menge der Approximationen alleine noch nicht aus.
Damit die Semantik eines grofiten Fixpunktes mit der Semantik der Menge aller seiner
Approximationen iibereinstimmt, benétigt man stetige Fixpunktoperatoren. Bei endlichen
Transitionssystemen sind alle Fixpunktoperatoren stetig. Was wir also noch brauchen, ist
die finite model FKigenschaft von HMI™. Als HMI>® bezeichnen wir die Menge der For-
melmengen ™, die man erhélt, wenn man in einer Formel ¢ ohne kleinste Fixpunkte die
grofiten Fixpunkte durch alle ithre Approximationen ersetzt. HMI™ ist damit die Menge
aller endlich erzeugten Formelmengen. Die finite model Figenschaft gilt fiir den modalen
p Kalkiil [SE89], was aber an dieser Stelle nicht von Nutzen ist, da hieraus nicht auch die
finite model Figenschaft fiir HML> folgt. Wir beweisen die etwas starkere small model
Figenschaft fiir HMIT, die nicht nur die Existenz eines endlichen Modells fordert, sondern
dariiberhinaus einen funktionalen Zusammenhang zwischen der Lange der zu erfiillenden
Formel und der Grofle dieses Modells verlangt. Diese Figenschaft von HMI> 148t sich
nachweisen, indem man zeigt, dafl sich aus jedem Transitionssystem, welches eine Formel-
menge o™ erfiillt, durch Aquivalenzklassenbildung auf den Zustianden, Filtrierung genannt,
eines gewinnen laf}t, welches ¢™ ebenfalls erfiillt und dessen endliche Grofle von der Lange
der Formel ¢ abhingt?®.

Bevor wir die Filtrierung eines Transitionssystems definieren kénnen, bendtigen wir
noch den passenden Aquivalenzbegriff anf den Zustanden. Dazu dienen die drei folgenden
Definitionen.

Definition 5.13 (Fischer-Ladner-Abschlufl) Der Fischer-Ladner-Abschlufl einer ge-
schlossenen wHMI-Formel ist die kleinste Menge von Formeln FL(p), die folgende Bedin-
qungen erfillt:

v € F'L(p)
wenn @1 A p2 € FL(w) dann o1 € FL(¢) und o2 € FL(p)
wenn @1 v 2 € FL(w) dann o1 € FL(¢) und oz € FL(p)
wenn [ale € FL(¢) dann ¢ € FL(p)
wenn {ayp € FL(p) dann ¢ € FL(p)
wenn v X.p(X) € FL(¢) dann (v Xap(X)) € FL(p)
wenn uX.p(X) € FL(e) dann (puX.(X)) € FL(p)

2Die starke Vollstandigkeit impliziert die Kompaktheit der Togik. Diese hat zur Folge, dafl man auch
bei unendlichen Formelmengen aus der Konsistenz auf die Existenz eines Modells schliefen kann.

s sei daranf hingewiesen, daB, obwohl der modale p Kalkiil, also gHMT., die small model Eigenschaft
besitzt [SER9], dies sich jedoch nicht mittels Filtrierung beweisen 148t . Dies ist auf die Anwesenheit von
kleinsten Fixpunkten zuriickzufiithren, deren Erfiilltheit im filtrierten, endlichen Transitionssystem verloren
geht.
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Der Fischer-TLadner-Abschluf} einer Formelmenge wird elementweise definiert.

Definition 5.14 (Syntax von vHMUL) vHMI ist die kleinste Menge von Formeln, die

gemdfs folgender Syntax erzeugt werden:

e =ttt | T | wraps | orves | {a)p | [a]e | vX.p a € Act

Definition 5.15 (Fischer-Ladner-Aquivalenz) Sei ¢ eine beliehige vHMI,  Formel,
= (P, {-%,a € Act }) ein Transitionssystem. Die durch den Fischer Ladner Abschlufl
der Formel ¢ induzierte Aquivalenzrelation = pr,) C P X P ist definiert durch.:

Pi = Fr(e)Py = MAUNS FL(‘P)-I% Y gdw. py E Y

Wir definieren das fillrierte Transitionssystem aus T mittels Aquivalenzklassenbildung auf
den Zustinden von T beziiglich dieser Aquivalenzrelation, die durch den Fischer-Ladner-

Abschluf} 5.13 von ¢ induziert wird.

Definition 5.16 (Filtrierung eines Transitionssystems) Sei ¢ eine beliebige v HMI,
Formel und T = (P,{-2s,a € Act }) ein Transitionssystem. Das filtrierte Transitions-
system ist dann wie folgl definiert:

1= p1(0) (’P/_m {—> a € Act })
p/EpL(¢) = {[p]_F‘[ ’p E 73}
Pl=rr —ldl=zry & '€ [P]—m 3q' € [d]= P

Es bleibt zu zeigen, dafl das filtrierte Transitionssystem die semantischen Figenschaften
beziiglich der Approximationen der Formeln in F'L(¢) vom urspriinglichen Transitions-
system erbt. Diesem Nachweis dienen die folgenden zwei LLemmata.

Lemma 5.17 Sei o € vHML, o € FL(p) mit b = ' (¢1,...,%0,), wobei ' rein modal
sei. Auflerdem seien die Transitionssysteme T und T/;p,( ) gegeben.  Dann qilt fiir alle

peP:

wenn pE Y™
und wenn fir alleq € P und alle i € {1,...,m} gilt

wenn g 1~ dann [d]= ., E¥T
dann [p]EF‘L(<p) = d)m

Beweis zu 5.17
Mittels Induktion iiber den Formelaufbau von 1.

o Falls o)’ leer ist, ist nichts zu zeigen.
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o ¢ = tt:
o ¢ =

o Y = X1AX2:

trivial.

ff : ebenso.

P (X1 A Xz)m
PEXTAXD

P EX; und p x5
[Pl=;., EXi und [p]=,

L4y

':XQ

= i EXT AXS
= [p]EF‘L(<p) = (X1 AX?)OO
e Y= xivyxs:

P (X1 v Xz)m

PEXT VXY

p E X7 oder p E x5
[Pl=;., EXi oder [pl=,,

L4y

E Xy

Fr.(e) EXT VXS
e F XV X2)™

E ({a)x)™
<ﬂ%ﬁ

3q€Pp—>q1mdq|:>(

4

4
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wegen der Induktionsannahme

und da x1,x2 € F'L(p)

wegen der Induktionsannahme

und da x1,x2 € F'L(p)

mit [p]Ep,w)Lﬂq]Emw) beliebig ,

wegen der Induktionsannahme

und da x € FL(p)

[p]zp,‘w)ﬁ[q]gp,‘w) und [q ]Emm Ex™ wegen der Induktionsannahme

und da x € FL(p)
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O]

Lemma 5.18 Sei ¢ € vHMIL, ¢ € FL(p). Auflerdem seien wiederum die Transitions-
systeme T und T/zm( ) gegeben. Dann gilt fiir alle p € P:
S

wenn p Y™ dann [p]Emw) S
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Beweis zu 5.18
Wir zeigen dies mittels Induktion iiber n und Induktion iiber sdmtliche gréfite Fixpunkte
gleichzeitig und benutzen dazu App”(¢') aus Definition 5.8.

Vp € P.¥n € w. wenn p E App”(¢') dann Pl=; ) F App" (")

Sei ¢ von der Gestalt (v X0y, ..., vX,,.0,,), wobei die vX,;.4b; sdmtliche Fixpunkte
auf der obersten Ebene innerhalb von ¢’ darstellen und somit 1 rein modal ist. Wegen
Lemma 5.17 reicht es zu zeigen, daf} fiir jedes n sowie fiir alle 7 € {1,2,...,m} gilt: wenn
p E App"(vX;.¢;) dann [pl=,, , E App" (v X;.1b;). Dieses zeigen wir mittels Induktion tiber

n.
e n =20:trivial.

e n > 0: 7u zeigen ist also die Folgerung:

wenn p = App™* (v Xiab) dann [pl= ., E App™ (v Xiy)

p = App" T (v Xiai)
d-h. pE App" (Exp(vX;.1;))
= pE App" (Ui Xi == v X))
Diese Formel [X; := vX,.4] ist nun von folgender Form oi(vYi.x[X; =
v X, o vY,x, X = v Xah]), wobei die vY;.x,[ X = v X0 wiederum alle
Fixpunkte der obersten Ebene sind. Damit gilt:

p E App" (DI Y1 [ Xs = v X, o vY, o[ X = v X))
= pEYI(App" (WY1 [ X = v X)), .o App" (vY,. x| Xi = v X))

Da fiir samtliche j € {1,...,p} die Formeln vY,.x,;[X; := v X;.¢5;] aus dem Fischer
Ladner Abschlufl von ¢ sind, gilt aufgrund der Induktionsannahme und Lemma 5.17
sofort:

[Pl=y (., E AP (¢)

Damit gilt die Induktionsaussage fiir alle n und daher kénnen wir schlieflen:

pEe”
= Vn € w.pk App"(¢')

= Vne€ w.[p];p,w) = App” (")
= [p]EF‘L(<p) ':99100

Der letzte Schritt ist durch die Endlichkeit des filtrierten Modells gerechtfertigt. O
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Korollar 5.19 (small-model Eigenschaft von HML>) * Sei 0> die von ¢ € vHMI,
endlich erzeugte Formelmenge. Ist 0™ erfillbar, so ist sie auch erfiillbar in einem Transi-
tionssystem der Grife 21711

Beweis zu 5.19

Eine einfache Folgerung aus LLemma 5.17 und Lemma 5.18. Sei > mit ¢ € vHMI erfiill-
bar, d.h., es gibt ein Transitionssytem T = (P,{-2,a € Act }) und p € P mit p  »™.
Dann gilt [p]=,, ., ™, wobei [p]=,,  ein Zustand aus dem endlichen, filtrierten Transi-

tionssystem T/;p,( : der Grofe 217 gt O]
Theorem 5.20 (Vollstandigkeit)

wenn ' A dann T H AL

Beweis zu 5.20

Ausgehend von einer konsistenten Formel ¢ kann man nach Korollar 5.7 durch Ersetzung
aller kleinsten Fixpunkte zu einer konsistenten Formel ¢’ aus vHMI, gelangen. Satz 5.11
liefert eine konsistente Formelmenge {¢"}U |, {App"(¢')}. Da U, e {App™ (")} nur aus
HMI. -Formeln besteht und konsistent ist, besitzt diese Formelmenge ein Modell. Dieses
ist ebenfalls ein Modell fiir ™. Aufgrund der small model Eigenschaft von HMI® aus
Korollar 5.19 ist dies auch ein Modell fiir ¢’ und somit auch fiir ¢, was den Beweis der

Vollstéandigkeit abschliefit. O

“Die gleiche Aussage gilt auch fiir vHML, da man die Filtrierung nach = FL(e) auch hierfiir
durchfithren kann, d.h., die Lemmata 5.17 und 5.18 gelten auch fiir vHMT. analog, wenn auch nicht fiir
pHHMT..
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Kapitel 6

Ausblick

In den vorangehenden Kapiteln haben wir ein korrektes und vollstdndiges Beweissystem
fiir trennende Sequenzen der Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion vorgestellt, mit dem
man Verfeinerungsschritte beim Programmentwurf in dieser Logik auf ihre Korrektheit
iiberpriifen kann.

Mégliche Erweiterungen der Arbeit sind einerseits der Ausbau der theoretischen Grund-
lagen und zum anderen Arbeiten, die die Benutzbarkeit des Systems verbessern.

Was die theoretischen Grundlagen betrifft, steht die Modifikation der Beweisregeln
im Vordergrund, um ein Beweissystem fiir die gesamte Logik zu bekommen. Ein genaue
Charakterisierung, wann ein Pfad in einem Tableau erfolglos ist, also die Beschreibung
von negativen Abbriichen wére interessant im Hinblick auf die Endlichkeit der erzeugten
Tableaus.

Ein anderer wichtiger Erweiterungspunkt, um inshesondere die notwendigen Beweise bei
der Verifikation eines Programms kurz und iibersichtlich zu halten, betrifft das Vorgehen
bei der Konstruktion und somit auch bei der Verifikation von Verfeinerungsschritten. Um
den Programmentwurf {iberschaubar zu machen, mufl man nicht nur schrittweise, sonder
auch modular vorgehen. Dies bedeutet, dafl die Programmentwicklung nicht so linear vor-
genommen wird wie von uns vorgestellt, sondern dafi es die Moglichkeit gibt, eine Spezifi-
kation in mehrere unabhangige Teilspezifikationen aufzuspalten. Zum Beispiel konnte man
sich im Laufe der Programmentwicklung entscheiden, das gewiinschte Verhalten durch zwei
parallelgeschaltete Prozesse zu implementieren. Dafiir wiirde man die Spezifikation in zwei
Teilspezifikationen aufspalten und durch einen Paralleloperator miteinander verkniipfen.
In dieser Vorgehensweise benutzt man also die Parallelschaltung als Modularisierungsope-
rator fiir Spezifikationen. Andere aus der Prozefitheorie bekannte Operatoren kann man
in gleicher Weise verwenden. Um ein solches Vorgehen hei der Verfeinerung der Verifikati-
on zuganglich zu machen, mufi man nun auch die Modularisierungs-Operatoren mit in das
Beweissystem aufnehmen, da man jetzt nicht mehr SP’ = SP, sondern SP op SP, = SP
zeigen mufl. Das 7iel besteht also darin, fiir einen geeigneten Satz von Modularisierungs-
operatoren ein kompositionelles Beweissystem zn entwickeln. Logische Aquivalente zu den
bekannten Modularisierungs-Operatoren zu finden, ist eine ebenso schwierige wie lohnen-
de Arbeit. Insbesondere ist zu untersuchen, inwieweit kompositionelle Ansitze, die es im

63
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Bereich des Model-Checking [1.X90] [Sti85] [Win90] bereits gibt, iibertraghar sind.

Weiterhin wére es interessant zu untersuchen, wo genau pHMI, beziiglich der Aus-
drucksstarke in der Hierachie von modalen und temporalen Logiken [Sti92] steht. Aus-
drucksschwichere Logiken, wie z.B. C'T'L* [EH86], lieBen sich dann mit Hilfe von Makro-
definitionen wie in Beispiel 2.28 in uHMTI. codieren. Das entwickelte Beweissystem konnte
man dann auch fiir die semantische Implikation in diesen Logiken benutzen, indem man die
zu priifende Implikation gemaf der Makrodefinitionen in eine uHMI. Tmplikation iibersezt.

Eine andere Erweiterungsmoglichkeit wére die Verdnderung des Operatorensatzes
{a),[a] von pHMIL. 7um einen konnte man in den Modalitdten kompliziertere Beob-
achtungen zulassen, wie zum Beispiel Kausalitdten und echte Parallelitdt, wodurch dann
natiirlich auch eine andere logische Aquivalenz induziert wiirde. Fin Beweissystem fiir diese
neue Aquivalenz bekdme man, indem man eine Axiomatisierung der angestrebten Verhal-
tensdquivalenz zu den bestehenden Regeln des Beweissystems hinzunimmt, um damit die
Beobachtungen in den Modalititen verdndern zu kénnen. FEine andere Modifikation des
Operatorensatzes wire die Hinzunahme von 7.B. relativierten Next- oder Vergangenheits-
Operatoren , um in dieser modifizierten Logik dann auch linear-time bzw. past-time Logi-
ken kodieren zu kénnen. Fiir diese neue Logik erhialt man dann ein Beweissystem, indem
man Regeln fiir die neuen Modalitédten hinzufiigt.

Da die Beweise schnell lang und uniibersichtlich werden, wie man in Abbildung 4.3
sieht, ist eine Rechner-Unterstiitzung bei der Erstellung der Beweise wiinschenswert. Unser
System war der Ausgangspunkt fiir die Implementierung eines Beweissystems, mit dem
man vollautomatisch Verfeinerungschritte verifizieren kann. Diese Implementierung wird
jetzt an groferen Beispielen, wie z.B dem Entwurf von asynchronen Schaltungen, auf seine
Praxistauglichkeit hin iiberpriift [Rei92].
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