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Kapitel 1

Einfiihrung und Grundlagen

Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion (im weiteren pHML) ist eine sehr ausdrucks-
starke temporale Logik, die seit einigen Jahren fiir die Spezifikation verteilter Sy-
steme eingesetzt wird. Um aus einer pHML-Spezifikation eine nachweislich korrekte
Implementierung geméf der Methode der schrittweisen Verfeinerung entwickeln zu
konnen, bendtigt man ein Beweissystem, mit dem man zeigen kann,daf} eine verfei-
nerte Spezifikation die urspriingliche Spezifikation erfiillt. In unserer Arbeit konstru-
ieren wir ein Gentzen-System fiir pHML, mit dem man zielgerichtet diese Beweise
fiihren kann und modifizieren es anschliefend, um effizienter beweisen zu kénnen.

In diesem Abschnitt préizisieren wir unsere Vorstellung von schrittweiser Verfei-
nerung und schrittweiser Verifikation und stellen die verteilten Prozefisysteme vor,
die uns als Implementierungen dienen.

1.1 Schrittweise Verfeinerung und Verifikation

Es gibt prinzipiell zwei Vorgehensweisen, um aus einer anfiinglichen Spezifikation
eine Implementierung zu entwickeln: die “Fin-Schritt-Methode” und die “Metho-
de der Schrittweisen Verfeinerung”. Bei der Ein-Schritt-Methode konstruiert man
die Implementierung in einem Entwicklungsschritt aus der Anforderungsspezifika-
tion. Die zugehorige Ein-Schritt-Verifikation ist dann der direkte Beweis, dafi die
Implementierung korrekt beziiglich dieser Spezifikation ist.

Bei der Methode der Schrittweisen Verfeinerung ist die Idee, durch viele kleine
Implementierungs- und Verifizierungsschritte aus einer abstrakten Anforderungs-
spezifikation (SFp) iiber korrekte Zwischenspezifikationen (SP;) ein ausfiihrbares
Programm (Impl) zu erzeugen. Bei diesem Vorgehen legt jeder Verfeinerungsschritt
weitere Implementierungsdetails des spiteren Programms fest. Der Programment-
wurf sieht schematisch dann folgendermafien aus:

SPy rroni> SPp roo> L o> S P, ~oo> Impl
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Die Verfeinerungsrelation ~~> zwischen Spezifikationen definieren wir modelltheo-
retisch als Modellinklusion. Das bedeutet, eine Spezifikation SP;,; verfeinert die
Spezifikation SP;, wenn die durch [ SP,;; | bezeichnete Modellmenge von SP;,; ei-
ne Teilmenge von [ SP; | ist; ein Prozef erfiillt eine Spezifikation, wenn er in der
Modellmenge der Spezifikation liegt.

So, wie man den Implementierungsprozef§ hierbei in kleine Stiicke zerlegt, unter-
teilt man auch den Korrektheitsbeweis von Impl beziiglich SPy in kleine Teilbeweise:

SPy<—= SP<—...... < SP, < Impl

Dabei steht SP, <= SP,,, fiir den Beweis, dafl SP;,; die Spezifikation SP; verfei-
nert. Kann man die Korrektheit jedes Verfeinerungsschrittes zeigen, so hat man die
Korrektheit von Impl beziiglich SPy gezeigt, da die Verfeinerungsrelation transitiv
ist. Diese Implementierungs- und Verifikations-Methodik liegt im weiteren unserer
Arbeit zugrunde. Fiir das geschilderte Vorgehen bendtigt man im wesentlichen drei
Dinge:

1. eine Menge von Modellen, die die moglichen Implementierungen darstellen,

2. eine formale Spezifikationssprache zur Beschreibung von Eigenschaften dieser
Modelle und

3. ein Beweissystem, mit dem man die Korrektheit der einzelnen Verfeinerungs-
schritte zeigen kann.

1.2 Prozeflsysteme

Die konkreten Modelle, die Spezifikationssprache und die Beweissysteme, die wir in
unserer Arbeit benutzen bzw. konstruieren werden, erldutern wir in den n#chsten
drei Abschnitten.

Die Modelle

Die Systeme, die wir im Laufe einer Programmentwicklung erzeugen wollen, beste-
hen aus einer Anzahl von Prozessen, die miteinander und mit ihrer Umwelt kom-
munizieren. Diese Prozesse bezeichnen wir mit p,q.r... . Durch Ausfiihren von
Aktionen, bezeichnet durch a,b,c...aus einem gegebenen Aktionsalphabet, kann
ein Prozefl zu einem neuen Prozel mit einem anderen Verhalten werden. Solche
Uberginge beschreibt man durch eine Ubergangsrelation p —— q: der ProzeB p
kann durch Ausfiihren der Aktion a in den Prozefl q iibergehen. Das Verhalten
eines Prozesses ergibt sich somit aus seinen méglichen Ubergiingen zu anderen Pro-
zessen und dem Verhalten dieser Prozesse.
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Die eigentlichen semantischen Modelle sind jetzt Strukturen, die solch ein Pro-
zeBverhalten beschreiben. Wir haben fiir unsere Arbeit Transitionssysteme [Plo81]
gewithlt. Ein Transitionssystem T=( P, {—=, a € Act }) ist dabei gegeben durch
eine Zustandsmenge P und Zustandsiiberginge —-+ zwischen den Zustéinden. Das
Verhalten eines Prozesses wird durch einen Zustand und dem von diesem sog. An-
fangszustand aus erreichbaren Transitionssystem modelliert. Bei bekanntem Transi-
tionssystem ist dann das Verhalten des Prozesses eindeutig durch diesen Zustand
festgelegt. Deswegen verwenden wir im folgenden diese beiden Begriffe “Prozef}”
und “Zustand im Transitionssystem®’ synonym und meinen mit letzterem das von
diesem Zustand aus erreichbare Transitionssystem. Die Zustandsmenge P eines
gegebenen Transitionssystems entspricht in dieser Sichtweise also gleichzeitig einer
Menge von Prozessen.

Je nachdem, an welchen Prozefleigenschaften man interessiert ist, definiert man
eine Verhaltensidquivalenz, die festlegt, wann zwei Prozesse dasselbe Verhalten zei-
gen. Eine weit verbreitete Aquivalenz ist die Bisimulations-A quivalenz [Par81], die
folgendermaflen auf Transitionssystemen definiert ist:

Definition 1.1 (starke Bisimulation) Gegeben sei ein Aktionsalphabet Act
sowie zwei Transitionssysteme Ty = (Py,{——=,a € Act }) und Ty = (Py,{—=,a €
Act }). Eine bindre Relation R C Py x Py ist eine starke Bisimulation, wenn fir
alle (p,q) € R gilt:

1. wenn p——p', dann gibt es ein q’ mit q—q' und (p’,q) € R ,
2. wenn q—=q', dann gibt es ein p’ mit p——p’ und (p’,q’) € R .

Zwei Prozesse heiflen stark bisimulationsdquivalent, wenn eine starke Bisimulation
R zwischen ihnen existiert.

Man spricht hier von starker Bisimulation, weil alle Aktionen der Prozesse nach
auBlen hin sichtbar sind. Diese Annahme werden wir stets machen, wenn von Zu-
standsiibergéingen die Rede ist.

Somit haben wir jetzt festgelegt, was wir als Implementierungen betrachten wol-
len. Wie man nun Eigenschaften solcher Transitionssysteme beschreibt, erldutern
wir im néchsten Abschnitt.

Der Spezifikationsformalismus

Fiir die Methode der schrittweisen Verfeinerung benétigen wir als néchstes einen
geeigneten Spezifikationsformalismus, um auf abstrakter Ebene Eigenschaften von
Transitionssystemen formulieren zu kénnen. Geeignet bedeutet hierbei, dafi der
Formalismus ein moglichst guter Kompromify beziiglich der folgenden Kriterien ist:

1. ausdrucksstark: der Formalismus sollte moglichst ausdrucksstark sein, um die
gewiinschten Eigenschaften der Prozesse prézise formulieren zu kénnen,
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2. addquat und expressiv: er mufl mit der zugrundegelegten Verhaltensiquiva-
lenz zwischen Prozessen vertriglich sein; das bedeutet einerseits, dafl man
keine Eigenschaft formulieren kann, die zwei verhaltensiquivalente Modelle
voneinander unterscheidet (Adédquatheit), dafl andererseits jedoch stets Ei-
genschaften formulierbar sind, die zwei nicht-Aquivalente Modelle voneinander
unterscheiden (Expressivitiit). Diese Begriffe wurden von Pnueli in [Pnu85]
vorgeschlagen.

3. werifizierbar: die Verfeinerungsrelation und der Formalismus sollten so gewéhlt
sein, dafl man die Verfeinerungsschritte auf ihre Korrektheit iiberpriifen kann.

Gemaf dieser Kriterien haben wir uns fiir Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion
entschieden. Diese Logik ist eine Erweiterung der multi-modalen Hennessy-Milner-
Logik, die Matthew Hennessy und Robin Milner in [HMS85] fiir eine alternative
Charakterisierung der Bisimulation benutzt haben. Sie wird seit einigen Jahren
auch fiir die Spezifikation von verteilten Systemen benutzt.

Durch die Erweiterung um Rekursion wird aus der ausdrucksschwachen modalen
Logik HML eine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Die iiblichen Modelle tem-
poraler Logiken sind Kripke-Strukturen, eine Verallgemeinerung von Transitionssy-
stemen. So kann man einer gHML-Formel sehr natiirlich eine Menge von Prozessen
(= Zustédnde in einem Transitionssystem) als formale Semantik zuordnen.

Somit haben wir jetzt auch einen Spezifikationsformalismus fiir den schrittwei-
sen Programmentwurf. Die genaue Einordnung von pHML entsprechend der drei
erwihnten Kriterien erfolgt am Ende des 2. Kapitels, wenn wir die Grundlagen von
puHML erdrtert haben.

Das Beweissystem

Nachdem wir prézisiert haben, welche Modelle wir entwickeln wollen und von wel-
chen Sperzifikationen wir ausgehen, bendtigen wir jetzt noch ein Beweissystem, mit
dem man die Korrektheit der Verfeinerungsschritte zeigen kann. Der Programment-
wurf sieht schematisch so aus:

FO > Fl N> L > Fn o> [mpl

wobei T'; € uHML, was modelltheoretisch der folgenden Sequenz entspricht:
[[FO]]Q[[Fl]]Q ...... Q[[Fn]]afmpl

Will man nun schrittweise verifizieren, dafl eine Implementierung p die Spezifi-
kation Ty erfiillt, also p € [Ty ], so treten zwei Teilaufgaben auf:
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1. die Korrektheitsheweise der einzelnen Verfeinerungsschritte I'; ~~> I';, 4, also
die Beweise fiir die Inklusionsbeziehung der zugehorigen Modellklassen [ T'; | D
[Tit1] und

2. der Beweis fiir den letzten Verfeinerungsschritt I[',, ~~> p, also der Nachweis,
dafl die Implementierung in der feinsten Modellklasse enthalten ist, also p

e[l ].

Der zweite Punkt wurde eingehend in den letzten Jahren unter anderem in
[Cle90], [Lar88], [SW89] und [Win89] untersucht. Es wurden in diesem Zusam-
menhang zielgerichtete Beweissysteme konstruiert und implementiert. In Kapitel 3
erliutern wir stellvertretend eines der vorgeschlagenen Beweissysteme, die auf dem
Prinzip der Fixpunktinduktion basieren. Die grundlegende Idee dieser sogenannten
Model-Checker benutzen wir in Kapitel 4 fiir unsere eigentliche Arbeit: ein ziel-
gerichtetes Beweissystem fiir die Verfeinerungsrelation zwischen beliebigen pHML-
Spezifikationen. Der einzige uns bekannte Ansatz in der Literatur, der sich mit
diesem Punkt beschéftigt, ist ein Hilbert-System fiir den modalen p-Kalkiil [Koz83],
einer Logik, in der pHML enhalten ist.

Unsere Arbeit gliedert sich folgendermaflen: im zweiten Kapitel stellen wir
Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion vor. Fiir diese Sprache préisentieren wir im
3.Kapitel den Model-Checker, den wir als Anregung fiir unsere Arbeit benutzt ha-
ben. Den Kern dieser Arbeit erliutern wir in Kapitel 4: ein Beweissystem fiir die
Implikation zwischen Hennessy-Milner-Formeln. Das 5.Kapitel beschéftigt sich mit
moglichen Erweiterungen der vorliegenden Arbeit.
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Kapitel 2

Hennessy-Milner-Logik mit
Rekursion

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel stellen wir zunéchst die Hennessy-Milner-Logik ohne Rekursion
[HM85] vor, die wir mit HML abkiirzen. Sie bildet die Grundsprache unserer Spezifi-
kationslogik. Anhand von Beispielen erlautern wir, wie man mit HML Eigenschaften
von Prozessen beschreiben kann. Da die Ausdrucksstirke dieser Logik nicht aus-
reicht, um unendlichesProzefiverhalten zu spezifizieren, erweitert man HML um die
Moglichkeit zur rekursiven Formulierung von HML -Formeln. Die dabei entstehende
ausdrucksstarke temporale Logik bezeichnen wir mit yHML. Die Idee der Erwei-
terung von Logiken um Fixpunktoperatoren geht auf den p-Kalkiil von Scott und
DeBakker zuriick [SAB69]. Derartige Kalkiile wurden in den siebziger Jahren unter
anderem von Hitchcock und Park, DeRoever und DeBakker [HP73] [Roe74] [BR72]
untersucht. Seit einigen Jahren werden sie fiir die Spezifikation verteilter Systeme
verwendet. Am héufigsten wird dabei die oben erwdhnte HML -Erweiterung pHML
benutzt, die eine Unterlogik des modalen p-Kalkiils ist.

2.2 Hennessy-Milner-Logik

Wir wollen das Verhalten eines Prozesses durch einen Zustand in einem Transi-
tionssystem und dem davon aus erreichbaren Transitionssystem beschreiben. Wir
beschreiben also das Verhalten eines Prozesses p durch seine moglichen Uberginge
p — q zu anderen Prozessen und dem Verhalten dieser Prozesse. Im weiteren
nehmen wir eine Menge P von Prozessen und eine Menge Act von moglichen Aktio-
nen als gegeben an. Wie bereits erwidhnt, bezeichnen wir Prozesse mit p,q,r...und
Aktionen mit a,b,c... . Das Transitionssystem T = (P,{-", a € Act }) , das das
Verhalten der Prozesse aus P beschreibt, sei gegeben.

9
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Mit einer Spezifikation wiahlt man nun einige Prozesse aus P aus, die bestimmte
gewiinschte Eigenschaften haben. Eine Spezifikation besteht also aus einer Menge
von Eigenschaften, und jeder Prozef}, der alle Eigenschaften besitzt, erfiillt die Spe-
zifikation. Als Grundsprache zur Formulierung solcher Eigenschaften benutzen wir
die von Hennessy und Milner vorgeschlagene Sprache HML , jedoch ohne expliziten
—-Operator.

Definition 2.1 (HML Syntax) HML ist die kleinste Menge von Formeln, die
gemdaps folgender Syntax erzeugt werden:

o =ttt [ ] oings | prves | (a)e | [ale a € Act

Die intuitive Bedeutung der Formeln ist folgende: jeder Prozefl hat die Eigen-
schaft tt, keiner die Eigenschaft ff. Ein Prozef§ hat die Eigenschaft ¢, A p9, wenn
er sowohl ¢ als auch ¢, hat; bei ¢y v ¢y reicht eine der beiden Eigenschaften. In-
teressanter sind die Modalitéiten: ein Prozel p hat die Eigenschaft (a)¢, wenn er
durch die Ausfiihrung einer a-Aktion p — q in einen Proze8 q iibergehen kann,
der die Eigenschaft ¢ hat. [a]p legt hingegen fest, das p keinen a-Ubergang ma-
chen kann, ohne zu einem Prozefl q zu werden, der die Eigenschaft ¢ hat. Das
heifit insbesondere, daB jeder ProzeB, der iiberhaupt keinen a-Ubergang hat, diese
Eigenschaft besitzt. Diese modale Logik wurde urspriinglich mit einem —-Operator
definiert. Wir haben uns fiir diese Version von HML entschieden, bei der zu jedem
Operator sein dualer hinzugenommen wurde (insbesondere [a] = —(a)-), da sie
fiir den Sequenzenkalkiil, den wir in Kapitel 4 vorstellen werden, besser geeignet ist.
Nach der informellen Erklarung der Bedeutung von HML-Formeln folgt nun deren
formale Semantik.

Definition 2.2 (HML Semantik) Die durch eine Formel ¢ € HML beschriebene
Prozefimenge ist durch die Abbildung [ | : HML —P wie folgt induktiv definiert:

[tt] = P [f£] = 0
[einpa]l = [wr] N [e2] [orve] = ]

1]
[{a)¢] = ()¢l [lale] = [a]le

Die in der Literatur als agent transformer bezeichneten Operatoren (a) und [a]
sind fir QQ C P folgendermaflen definiert:
(a)

a

= {p€PFp.p——p'rp €Q}
= {pePVp'p—p =p €qQ}

OO
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Notation 2.3 Wir sagen “p hat die Figenschaft ¢” oder “p erfillt die Spezifikation

©”, in Zeichen p =@, wenn p € [ ¢]. Weiterhin fihren wir folgende Abkirzungen
ein:

[Alp = Jai]onr...... A lan)e

(A)p = (appv ...... v{an)p wobei A ={ay,...,a,} C Act
[=AJp = [Act — Ay

[Hle = [Act]e

Dies ist die Logik, die Hennessy und Milner [HM85] fiir die Charakterisierung der
Bisimulation benutzt haben. Bezeichne TH(p) die Theorie von p, also die Menge
aller HML -Formeln fiir die p = ¢ gilt und ~p;,; die Bisimulations-Relation.

Satz 2.4 Wenn p ~p;s q, dann gilt TH(p) = TH(q).

Der Satz besagt, dafl HML adidquat beziiglich ~p;,; ist, da man keine Eigen-
schaften in HML formulieren kann, die zwei bisimulare Prozesse unterscheidet. Die
Umkehrung dieses Satzes gilt nur, wenn die Prozesse des betrachteten Transitions-
systems nur bildendlich (image finite) sind; das heifit, dal die Menge { q | p — q }
fiir alle Prozesse p € P und alle Aktionen a € Act endlich ist.

Satz 2.5 Wenn TH(p)=TH(q) und alle von p und q aus durch Ausfihren von
Transitionen erreichbaren Prozesse bildendlich sind, dann gilt p ~p;si q.

Unter der oben genannten Einschrinkung ist HML also auch expressiv beziiglich
~pBisi » da man nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden kann. Diese beiden Sitze
nennt man die modale Charakterisierung der Bisimulation.

Mit dieser Sprache kénnen wir jetzt Eigenschaften von Prozessen ausdriicken und
somit Prozefimengen beschreiben, die gerade die geforderten Eigenschaften haben.

Beispiel 2.6 Sei P = {py,py,...,Pg} €in Prozefisystem und Act = {a,b} die
Menge von Aktionen, die diese Prozesse p; ausfiihren konnen. Das Verhalten dieser
Prozesse sei durch das Transitionssystem T = (P,{~%, —5}) in Abbildung 2.1
beschrieben. Um zu verdeutlichen, wie man Figenschaften der Prozesse formuliert,
geben wir zundchst stets eine informelle Beschreibung der Eigenschaft an, dann die

entsprechende Formulierung in HML direkt aus der Definition der Semantik von
HML .

1. es gibt einen a-Ubergang, nach dem ein b-Ubergang mdglich ist

©1 = (a){b)tt mit [ o1 ] = {Py, Pss Ps};
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|1
a b
a
\
|9 a Py .
? - Ps
b a

Abbildung 2.1: Transitionssystem fiir Beispiel 2.6

die duale Formel lautet [a][b}ff und bezeichnet natiirlich auch die duale Pro-
zefmenge, also alle Prozesse, die, falls sie einen a-Ubergang machen kénnen,
danach nicht in der Lage sind, einen b-Ubergang auszufiihren.

2. nach allen a-Ubergingen ist ein b méglich
o = [al(b)tt mit [ @2 [ = {Ps, P3, P5; P}
3. nach allen a-Ubergingen ist nur ein b mdglich
pa = [a]((b)tt A [=DIfE) mit [ 5] = {P2: P3, Ps}
4. es gibt einen a-Ubergang, nach dem nur ein b mdéglich ist

pa = (a)((D)tt A [=0IfE) mit [0 ] = {p1, Pa};

Man kann auch Figenschaften formulieren, ohne sich direkt auf die Aktionen zu
beziehen.

5. es ist ein Ubergang mdglich
¥1 = < >tt mat [[ ]] - {p1:p27p47p5;p6}
6. nach allen Ubergingen ist noch ein weiterer maglich

2 = [=](=)tt mit [ 2] = {P1, P3, Pss P5: Ps }
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7. es ist hichstens ein Ubergang mdglich
w3 = [=][=]ff mit [ 3] = {ps, p3}

Mt solchen HML -Formeln kann man nun nicht-bisimulare Prozesse unterscheiden:

| 851 Po
¥ Bisi

| | /X

pr = (a)((D)tt A [c]ff) € TH(p;) \ TH(p,)

dann gilt 2.B.:

p2 = (a)((b)tt A (c)tt) € TH(py) \ TH(p,)

Problematisch ist die Formulierung von unendlichem Verhalten.

Beispiel 2.7 Sei das folgende Transitionssystem T = ({py, Py}, {—, —5})
gegeben:
a
Y p
Pi} Pl b
N
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Wie beschreibt man Figenschaften wie zum Beispiel:

1. es kann unendlich oft der Ubergang “erst a, dann b” hintereinander ausgefihrt
werden,

2. es kinnen niemals zwei a-Uberginge hintereinander gemacht werden (=
Sicherheits-Eigenschaft),

3. es ist irgendwann wieder ein a mdaglich (= Lebendigkeits-Eigenschaft).

Solche Eigenschaften kann man nicht durch endlich viele HML -Formeln beschrei-
ben, da jede einzelne Formel nur einen endlichen Teil des potentiell unendlichen Pro-
zeverhaltens beschreibt. Nur durch unendliche Mengen von HML -Formeln kann
man unendliches Verhalten beschreiben. Die Eigenschaft 1 wére beschreibbar durch
die unendliche Konjunktion:

(a)(b)tt r (@) (B (a) ()t a ... = A ((a)(b))'tt

Eigenschaft 2 wird durch die folgende Konjunktion ausgedriickt:

[a][alff A [][allalff A [=][][alla]fEn ... = A[-][a][a)ff

€W

Die letzte Eigenschaft kann man durch eine Disjunktion beschreiben:

(ahttv (=) {ayttv (=) (=) (a)ttv ... = \/ (=){a)tt

€W

Da jede HML -Formel jeweils nur einen endlichen Teil des Verhaltens eines Pro-
zesses beschreibt, kann man also mit dieser Sprache keine eventualities' und keine
invariants® ausdriicken. Dies sind aber gerade die interessanten Eigenschaften bei
unendlichen Prozessen. Insbesondere die Sicherheits-Figenschaften: “es passiert nie
etwas Schlechtes”, und die Lebendigkeits- Figenschaften: “irgendwann passiert etwas
Gutes”, benétigt man fiir die Spezifikation von deadlock und livelock freien realen
Systemen. Aus diesem Grund erweitert man HML um Fixpunkte. Deswegen wird
HML um Fixpunkte erweitert. Im néchsten Kapitel beschreiben wir das Vorgehen
bei dieser Erweiterung, wobei wir uns an die Artikel [Lar88] und [SW89] halten und
untersuchen die neue Logik beziiglich ihrer Ausdrucksstirke und Eignung fiir die
Sperzifikation von verteilten Systemen.

IEs passiert etwas an einem unspezifizierten Zeitpunkt in der Zukunft.
2Es gilt etwas wihrend des gesamten potentiell unendlichen Verhaltens eines Prozesses.
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2.3 Erweiterung um Rekursion

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, 148t sich unendliches Verhalten von
Prozessen nur durch unendliche Mengen von HML -Formeln beschreiben. Die Eigen-
schaft, daf} ein Prozel p unendlich oft ein gewisses Verhalten zeigt beschreibt man
durch die unendliche Konjunktion: “p zeigt das Verhalten einmal, zweimal ...”. Die
grundlegende Idee der Erweiterung von HML besteht in der rekursiven Formulie-
rung von Eigenschaften. Statt durch die unendliche Konjunktion von Eigenschaften
beschreibt man p dann durch die rekursive Eigenschaft:”p zeigt das gewiinschte
Verhalten einmal und verhélt sich dann wieder wie am Anfang”. Dafiir erweitert
man HML so, da} man HML -Formeln rekursiv formulieren kann. Dazu fiigt man
HML im ersten Schritt eine Menge von propositionalen Variablen hinzu.

Definition 2.8 (HMLy,, -Syntax) SeiVar eine Menge von propositionalen Varia-
blen. Dann ist HMLy,, die kleinste Menge von Formeln, die gemdf folgender Syntax
erzeugt werden:

o =ttt | | X | oraps | orvps | {a)e | [alp a € Act; X € Var

Wenn man nun den Variablen durch eine Variablenbeleqgung o : Var — 27 ei-
ne Prozefimenge o(X) von einem beliebig, aber fest gew#hlten Transitionssystem
T=(P,{—=, a € Act }) zuordnet, kann man wie bei HML festlegen, was fiir Ei-
genschaften die Formeln von HMLy,, definieren, das heifit, welche Prozemenge sie
bezeichnen.

Definition 2.9 (HMLy,, -Semantik) Bei gegebener Variablenbelegung o und ge-
gebenem Transitionssytem T = (P,{—,a € Act}) ist die durch eine Formel
@ €HMLy,, beschriebene Prozeffimenge folgendermafen induktiv definiert:

[X]o = o(X)
[tt]o = P [fflo = 0

[pinpalo = [pi]o N [w2]o [pivealo = [ei]o U lwe]o
[lalelo = [dl¢lo [(@elo = (a)[¢lo

Die Operatoren (a) ,[a] sind wie in Definition 2.2 definiert.
Notation 2.10 p erfillt ¢ gemdf o, in Zeichen p =, @, wenn p€ [ ¢ Jo.

Durch die Variablenbelegung o wird den propositionalen Variablen eine Bedeu-
tung in Form einer Prozefmenge gegeben. Wir werden jetzt mit Hilfe sogenannter
modaler Gleichungen X =T ¢(X) Variablenbelegungen charakterisieren, die den Va-
riablen interessante Prozemengen zuweisen. Dazu beschreiben wir zunéchst, was
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Abbildung 2.2: Transformation von ¢ durch F

eine modale Gleichung bedeutet und welche Variablenbelegung solch eine Gleichung
16st. Wie wir sehen werden, ist diese Art der Charakterisierung nicht eindeutig; des-
wegen benutzt man Fixpunktformulierungen, um gewisse Losungen auszuzeichnen.

Fiir die rekursive Formulierung von Eigenschaften geben wir den Variablen durch
eine Formelzuweisung Fnoch eine weitere Bedeutung.

Definition 2.11 (Formelzuweisung) FEine Formelzuweisung Fist eine Funktion
F: Var — HMlLy,, , die jeder Variablen X € Var eine beliebige HMLy,, -Formel
zuweist.

Bei gegebener Variablenbelegung ¢ und Formelzuweisung F steht jede Variable
nun fiir zwei verschiedene Prozefmengen: [X Jo und [ X [Te(o) := [F(X) ]o.
Solch eine Formelzuweisung F kann also als Transformation fiir Variablenbelegungen
verwendet werden. Dabei weist man jeder Variablen X statt der durch o angege-
benen Prozefimenge o(X) die zu F (X) gehorige ProzeBBmenge zu. Das heifit, daf
jedes F ein gegebenes o in eine Belegung Tg(0):X— [ F (X) Jo transformiert (siehe
Abbildung 2.2).

Wir interessieren uns jetzt fiir diejenigen Variablenbelegungen o, fiir die diese
Semantiken iibereinstimmen: [ X Jo = [ X ]Te(o), X € Var . Diese Bedingung,
die man an eine Variablenbelegung stellt, werden wir im weiteren durch die modale
Gleichung X =T F (X) abkiirzen, wobei T ein beliebiges Transitionssystem ist. In-
tuitiv soll die Formel X dieselbe Eigenschaft beschreiben wie die Formel F (X). Diese
Eigenschaft X hiefle dann intuitiv: die Prozesse, die X erfiillen, kénnen das von F (X)
verlangte Verhalten zeigen und sich dann wieder wie X verhalten. Dies ist genau
die rekursive Art der Formulierung von Eigenschaften, die wir in der Einleitung als
das Ziel der Erweiterung angegeben haben.

Beispiel 2.12 In Beispiel 2.7 kinnte man die Eigenschaft 1 anstelle der unendli-
chen Konjunktion durch die rekursive Gleichung X =T {(a)(b)X beschreiben. Fine
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Abbildung 2.3: Transitionssystem fiir Beispiel 2.12

Variablenbelequng, die auf beiden Seiten der Gleichung zu der identischen Prozefs-
menge fihrt, also die modale Gleichung ldst, ist zum Beispiel o(X) = {py}, da
{a) (b) {py} = {py}; aber die Variablenbelegung o(X) = () ist ebenfalls eine Lisung
der Gleichunyg.

Die Mehrdeutigkeit der Charakterisierung von Variablenbelegungen durch moda-
le Gleichungen wird an folgendem Beispiel noch deutlicher (siehe Abbildung 2.3):
Mégliche Lésungen der Gleichung X =T ()X sind 01(X) = 0, 0o(X) = {p,},

03(X) = {p3, Ps} und 04(X) = {p1,P3, P5}

Wie man am Beispiel erkennt, miissen wir prézisieren, welche Variablenbelegung
o wir durch die modale Gleichung X =T F(X) kennzeichnen wollen, also wel-
che Prozefmenge wir X zuweisen wollen. Wir werden nachher sehen, daf} ins-
besondere zwei Losungen der modalen Gleichung interessante Prozesse beschrei-
ben, ndmlich diejenigen, die X die kleinste, beziehungsweise die grofite Prozef3-
menge zuweisen, so dal die Gleichung erfiillt ist. Diese kleinste bzw. grofite
Losung der modalen Gleichung erhilt man als kleinsten bzw. gréfiten Fixpunkt
der Variablenbelegungs-Transformation F:0c — Tg(o). Fiir diese Charakterisie-
rung definieren wir zunéchst den Verband der Variablenbelegungen und zeigen, daf}
die Transformation F monoton beziiglich dieser Belegungen ist. Nach dem Satz von
Knaster-Tarski existieren somit eindeutige kleinste und gréfite Losungen.

Definition 2.13 Seien o1, 09 beliebige Variablenbelegungen und I eine Indermenge.

1. 01 C 0y gdw. 01(X) C 09(X)fiir alle X € Var ,
2. Uier 0i ist gegeben durch : (Ujer 0i)(X) := Ujer(0i(X)),
3. Nicr i ist gegeben durch : (Nicr 0:)(X) := Nier(0:(X)).

Zusammen mit dieser neuen Relation C bildet die Menge aller Variablenbelegun-
gen einen vollstindigen Verband.
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Definition 2.14 (Pri- und Post-Fixpunkt) FEine Variablenbelegung o heifit
Pra-Fixpunkt einer Formelzuweisung F, wenn fiir jede Variable X € Var gilt:

[F(X)]e C[X]o.

Fine Variablenbelequng o heifst Post-Fixpunkt von F, wenn gilt:

[X]o C[F(X)]o.

Da wir im weiteren besonders an Variablenbelegungen interessiert sind, die so-
wohl Pri- als auch Post-Fixpunkte von Fsind, fiihren wir hierfiir auch noch eine
eigene Bezeichnung ein.

Definition 2.15 (F-Fixpunkt) Eine Variablenbelegung o heifit F -Fixpunkt, wenn
sie sowohl Prd-Fixpunkt als auch Post-Fizpunkt von F ist.

Als néchstes stellen wir den Zusammenhang zwischen den beiden Bedeutungen
einer Variablen her und erkldren, wie man die gesuchten kleinsten und gréfiten
Losungen von modalen Gleichungen aus der zugrundeliegenden Formelzuweisung
entwickeln kann.

Wenn man eine Formelzuweisung F als Variablenbelegungs-Transformation be-
trachtet, ist eine Variablenbelegung o genau dann ein Pri- (bzw. Post-) Fixpunkt
von F, wenn Tg(0) C 0 (bzw. 0 C Tg(0) ), und o ist genau dann F-Fixpunkt,
wenn o ein Fixpunkt von F:0 — Tg(0) ist. Das bedeutet, daf die Fixpunkte von
F gerade die Losungen der modalen Gleichung X =T F(X) sind.

Wenn die Transformation Tg monoton beziiglich o ist, existieren nach dem Fix-
punktsatz von Knaster-Tarski eindeutige kleinste und grofite Fixpunkte von Tkg.

Satz 2.16 (Knaster-Tarski) Sei V die Tragermenge eines vollstindigen Verbands
mit der Ordnungsrelation < und f : V. — V eine monotone Funktion auf V. Dann
hat f:

1. einen kleinsten Fizpunkt, gegeben durch INF{X <V| f(X) = X},
2. einen gréfiten Fizpunkt, gegeben durch SUP{X <V | X < f(X)}.

Um diesen Satz auf Tg anwenden zu konnen, mufi Tg monoton beziiglich Varia-
blenbelegungen sein; also wenn oy C 05 gilt, so muf fiir alle X € Var gelten:

Te(01)(X) = [F(X) [on € [F(X) Joz = Te(X)(02)

Das bedeutet, die Monotonie und die Stetigkeit von Tg ist identisch mit der Monoto-
nie und der Stetigkeit von HMLy,, -Formeln beziiglich Variablenbelegungen. Dafiir
miissen wir zeigen, dafl jede Formel ¢ € HMLy, monoton beziiglich o ist.
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Lemma 2.17 (Monotonie von HMLy,, ) Sei p € HMLy, gegeben.
Wenn o1 C 09, dann gilt [ ¢ Jo, C [¢]o,.

Der Beweis ergibt sich per Induktion iiber den Formelaufbau direkt aus der
Semantik-Definition von HMILy,, . Verwendet man HML mit —-Operator, gilt die
Monotonie nur fiir solche Formeln, bei der die freien Variablen im Geltungsbereich
einer geraden Anzahl von Negationen auftauchen. Wenn das betrachtete Transi-
tionssystem bildendlich ist, ist jedes ¢ sogar stetig und antistetig und somit auch
Tg, was wir im néichsten Lemma festhalten.

Lemma 2.18 (Stetigkeit und Antistetigkeit von HMLy,, ) Gegeben sei die
Formel ¢ € HMLy,, und ein bildendliches Transitionssystem. Dann gilt:

Stetigkeit:  Wenn o1 C oy Cos..., dann gilt [ (U i) = U ([¢lo;).
1Ew €W
Antistetigkeit: Wenn oy D 03 D o3..., dann gilt [¢ (N 0:) = N ([¢]o;).
€W

i€w

Korollar 2.19 Tg st fir beliebige Formelbelegungen F monoton beziiglich Varia-
blenbelegungen und sogar stetig, wenn das zugrundeliegende Transitionssystem bild-
endlich ist.

Mit der gezeigten Monotonie von Tg konnen wir nun den Fixpunktsatz von
Knaster-Tarski anwenden.

Korollar 2.20 Sei eine beliebige Formelbelegung F gegeben. Dann existieren fiir
die modale Gleichung X =" F (X) eine eindeutige kleinste und eindeutige grifite
Lésung.

Wegen der herausragenden Bedeutung der beiden speziellen Losungen bekommen
diese eine eigene Bezeichnung.

Notation 2.21

e 0,:={o| Te(o) C o} ist die kleinste Lisung,
e 0,:=U{o|o CTg(o)} ist die grifite Lisung

Eine sehr niitzliche alternative Charakterisierung, mit der man diese beiden
Losungen tatséchlich berechnen kann, ist die Kleene’sche Approzimation von Fix-
punkten.
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Satz 2.22 (Kleene-Approximation fiir Tg) Wenn Tg stetig und antistetig ist,
so ist v das Infimum der folgenden Approzimationskette aus Prdfizpunkten von F :

0, 2 Te(op) D Te(0,) 2 TE (o) ...
und p ist das Supremum der folgenden Postfizpunkte:
o9 C Te(og) C Te*(00) € Te* (o) - -
Dabei ist 0,(X) = P und oy(X) = 0 fiir alle XeVar .

Notation 2.23 Die Prozefimenge, die einer beliebigen Variablen X gemdfi der
gréften Lisung v bzw. der kleinsten Losung p der modalen Gleichung X =" F (X)
zugewiesen wird, bezeichnen wir im weiteren durch die folgenden Formeln:

[VXF(X)] = 0,(X) baw. [pX.F(X)] = 0u(X).

Mit der oben genannten Notation erhalten wir die endgiiltige Syntax unserer
Spezifikations-Logik pHML.

Definition 2.24 (¢HMUL-Syntax) pHML ist die kleinste Menge von Formeln, die
sich gemdaf folgender Syntaz bilden lassen:

¢ =X | oiape | orves [ {a)p | [ae | vXp [ pX.p  a€Act; X € Var

Auf die propositionalen Konstanten tt und ff kénnen wir jetzt verzichten, weil
tt der neuen Formel vX.X entspricht und ff durch die Formel ¢ X.X beschrieben
werden kann3. Jetzt konnen wir die vollstindige formale Semantik von HML mit
Rekursion angeben.

Definition 2.25 (¢HML-Semantik) Bei gegebener Variablenbelegeng o und ge-
gebenem Transitionssystem T = (P, {-",a € Act }) ist die durch eine Formel o €
WHML beschriebene Prozeffimenge wie folgt induktiv definiert :

[X]o = o(X)
[pinp2]o = [ei]on [e2]o [pivee]o = [ei]o U [e2]o
[laplo = [al¢lo [{a)plo = {(a)[¢]o
[vX.olo = 0,(X) [nX.olo = ou(X)

Dabei sind die Variablenbelegungen o, und o, wie in Notation 2.21 definiert:

0, =N{o € op[T, (0) C 0}
00 =Ufo Coplo C T, (0))

3die grofte ProzeBmenge, die man X zuweisen kann, um die Gleichung X =7 X zu erfiillen, ist
die gesamte Prozefimenge, wihrend die kleinste die leere Menge ist.
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Wir werden uns fiir die Beschreibung von temporalen Eigenschaften von Pro-
zessen auf geschlossene Formeln beschrinken, in denen also jede Variable X € Var
durch einen Variablenbinder vX. oder ;X. gebunden ist. Somit kénnen wir im wei-
teren auf Variablenbelegungen verzichten, da fiir geschlossene Formeln [.[=].]o
gilt. Neben der semantischen Approximation von Fixpunkten durch die Kleene’sche
Approximation gibt es auch eine syntaktische Approzimation dieser Fixpunkte. Dies
sind unendliche HML -Formelmengen, die die gleiche Prozeimenge beschreiben, wie
die approximierte Fixpunktformel. Im folgenden nehmen wir an, daf§ das betrach-
tete Transitionssystem hochstens abzidhlbar viele Zustinde hat *. Der Ausdruck
[ X := 1] steht fiir die Formel ¢, in der jedes freie Vorkommen von X in ¢ durch
die Formel ¢ ersetzt wurde.

Satz 2.26 (syntaktische Approximation) Sei 1°X.¢o = tt und v'"'X.p =
o[ X = v X.¢|, wofiir wir abkiirzend @7 (tt) schreiben; und sei u°X.¢ 1= ff sowie
WX p = o[ X =yt X ], wofiir wir o1 (ff) schreiben. Ist ¢ stetig und antistetig,
so gelten die beiden folgenden Aquivalenzen fiir beliebige Prozesse p:

1.pevX.yp <= pEe A VX

i€w

2.pepXyp <= pE VX

1Ew

Mit den Fixpunktformeln haben wir also eine sehr kompakte Schreibweise fiir sol-
che unendlichen HML -Formelmengen gefunden. AuBerdem ermdoglicht diese Aqui-
valenz, die Bedeutung von Fixpunktformeln viel intuitiver als bisher zu erkldren. So
beschreibt vX.¢ diejenigen Prozesse, die fiir alle i € w die Formel ¢’(tt) erfiillen,
also unendlich oft das von ¢ verlangte Verhalten zeigen kénnen. Entsprechend der
Charakterisierung von Sicherheitseigenschaften (”Es passiert nie etwas Schlechtes”)
kann man die grofiten Fixpunke zur Spezifikation von Sicherheits-Eigenschaften ver-
wenden. Die Formel ;X .o hingegen beschreibt Prozesse, die eine der Formeln ' (ff)
erfiillen, was aber bedeutet, daf§ diese Prozesse nur endlich oft das Verhalten ¢ zei-
gen, da kein Prozef ff erfiillen kann. Diese Fixpunktart kann man demnach fiir die
Sperzifikation von Lebendigkeits-Eigenschaften benutzen, wenn man Lebendigkeit
allgemein auffafit als “irgendwann passiert etwas Gutes”.

4Die gewohnliche Fixpunktinduktion verallgemeinert sich im iiberabzihlbaren Falle zu transfi-
niter Induktion
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Den Zusammenhang der beiden Approximationen fiir eine Formel vX.p stellt

die nachfolgende Tabelle dar.

syntaktische Approximation

OX . o0(tt) = tt
V!X ol (tt) = @[ X 1= O(tt)] = p[X
VX P (tt) = o[X = o' (tt)] =

= @[ X = X = tt]

Wie man sieht, gilt stets:

o [VX]op=[X ]]Tfp (op)

e WXe] = (X1 T (0p) =
[[ié\win.cp]]

o [ X Jop=[X]T, (o9)

o [uX.¢] = [[X]](iLEJwTZ;(Gw)) =
[[ié/wuiX-w]]

semantische Approximation

[X]T (op) = [ X Jop

[X]T, (op) =[¢lor

[X]T, (op) =[¢]T,, (0p) =
=[[X = ¢]]op

[X]T, (0p) = igd[[viX-sO]] =
[ X]T, (09)) = iLer[[“iX'(’O]] =

Die beiden unteren Aussagen erhilt man aus der entsprechenden Gegeniiberstel-
lung der beiden Approximationen fiir die Formel pX.p:

syntaktische Approximation
10X O(ff) = ff

pXpr () = [ X = @ ()] = p[X
12X (M) = o[ X = ! ()] =
= p[X = ¢[X =]

semantische Approximation

[ X TS, (09) = [ X Joy

[ X T, (o0) = [ ¢ ]ou

[X ]2 (00) =@ ]T,, (09)
[olX =

1
—1

T]]Uw

Durch die syntaktische Approximation erhilt man sehr intuitive Beschreibungen von
Prozefimengen, die durch Fixpunktformeln beschrieben werden.

Beispiel 2.27 (Approximationen) Sei ein beliebiges Transsitionssystem gegeben.
Welche Prozeffmenge beschreibt die Formel vX.{(a)X ¢ Die syntaktische Approzima-



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 23

tion liefert:

WX (a)X = tt

beschreibt alle Prozesse,

VX {a)X = (a)tt

alle Prozesse, die ein a ausfihren kénnen,
X (a)X = (a){a)tt

alle Prozesse, die zwei a’s ausfihren konnen.

Die Konjunktion dieser Approximationen, und somit auch die Fixpunktformel, be-
schreibt also alle Prozesse, die einen unendlichen a-Pfad haben. Die Approximation
der Formel uX.[a]X hingegen liefert folgendes:

p’X.Ja] X = ff

beschreibt die leere Prozefimenge,
v'X.[a] X = [a]ff

alle Prozesse, die kein a ausfithren kénnen,
v2X.[a] X = [a][a]ff

alle Prozesse, die hdchstens ein a ausfihren kinnen,

Die Disjunktion dieser Formeln und somit pX.[a|X beschreibt alle Prozesse, die
nur endlich oft hintereinander a ausfihren kinnen. Von besonderem Interesse ist
die Bedeutung der Formel vX.p n[—]X

WX pn[-]X =tt

beschreibt wieder alle Prozesse,

VX pa[—]X = [-]tt

alle Prozesse, die die Figenschaft ¢ haben,
VX.pn[-]1X =@ a[-](en[-]tt)

alle Prozesse, die jetzt ¢ erfillen und nach dem
Ausfiihren einer beliebigen Aktion ebenfalls wieder,

Diese Fixpunktformel beschreibt somit alle Prozesse, fiir die ¢ stets gilt, das heifst,
auf allen Pfaden und zu jedem Zeitpunkt.

Diese letzte Formel entspricht in ihrer Bedeutung dem Standard-Branching-Time-
Operator VG¢. Ebenso kann man pHMIL-Makros angeben, die die restlichen
Standard-Operatoren gemafl Pnueli [Pnu85| definieren.
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Beobachtung 2.28

1. AFp := uX.ov (—)X;
es gibt einen Pfad, auf dem irgendwann mal ¢ gilt.

2. Gy = vX.pa ([-]ff v (=) X);
es gibt einen Pfad, auf dem stets ¢ gilt.

3. VFy = pX.ov ((—)tt a[—]X);
auf allen Pfaden gilt irgendwann mal .

4. oUsth i= pXapv (o n (=)t n [-]X);
¢ gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal v, gilt und 1) gilt irgend-
wann in der Zukunft.

5. @Upeth == vXpv (o [—]X);
© gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal 1 gilt, oder ¢ gilt immer.

Wie wir an den Beispielen gesehen haben, kann man mit der erweiterten Logik
auch Aussagen iiber unendliches Verhalten machen. Doch wie sieht es mit der
generellen Eignung von pHML fiir die Spezifikation von verteilten Systemen aus?
In Kapitel 1 haben wir Kriterien fiir die Beurteilung der Eignung einer Logik als
Spezifikationssprache angefiihrt:

1. Ausdrucksstérke
2. Vertréglichkeit mit der verwendeten Verhaltensiquivalenz

3. Verifizierbarkeit von Verfeinerungsschritten.

Auf diese drei Kriterien gehen wir jetzt niher ein.

Die Erweiterung der modalen Logik HML um die beiden Fixpunktoperatoren
liefert eine sehr ausdrucksstarke temporale Logik. Es sind nicht nur alle Standard-
Operatoren der (pure branching time °) temporalen Logik definierbar, sondern
auch z.B. schwache und starke Until-Operatoren [Lar88|(siche Beobachtung 2.28).
Wie man sieht, kann man aus den wenigen Grundbausteinen, die pHML benutzt,
méchtige Makros definieren, die dann insbesondere auch die Lesbarkeit von pHML-
Spezifikationen verbessern.

Da bei der Erweiterung von HML zu pgHML eigentlich nur syntaktische
Abkiirzungen fiir unendliche HML -Formelmengen eingefiihrt wurden, hat sich die

5das bedeutet, da8 es nur Zustandsformeln und keine Pfadformeln wie in der “full branching
time” temporalen Logik gibt. Die verwendeten Operatoren quantifizieren also stets iiber alle Pfade,
die durch einen Zustand einer Kripke-Struktur fithren.
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logische Aquivalenz, die pHML auf Prozessen induziert, nicht verindert. Das be-
deutet, dafl auch die erweiterte HML -Version mit der Bisimulationsdquivalenz ver-
tréglich ist, diesmal sogar ohne die Einschrinkung der Bildendlichkeit. Im folgen-
den Satz bezeichnet TH(p) C pHML wiederum die Theorie von p und =~p;; die
Bisimulations-Relation.

Satz 2.29 (xHML und Bisimulation [SW90])

Es gilt p ~pisi q gdw. TH(p) = TH(q).

Als letztes Kriterium bleibt die Verifizierbarkeit von Verfeinerungsschritten. Wie
in der Einleitung der Studienarbeit erwédhnt, bedeutet das bei unserem Vorgehen:
wie verifiziert man, daf} ein gegebener Prozef} eine spezifizierte Eigenschaft hat, und
wie zeigt man, daf} eine verfeinerte Spezifikation korrekt in Bezug auf die Ausgangs-
spezifikation ist? Der erste Fall ist unter anderem von Stirling, Larsen, Winskel und
Cleaveland untersucht worden. In den Artikeln [SW89] [Lar88] [Win89] [C1e90] wer-
den korrekte, vollstindige und implementierbare Beweissysteme vorgestellt. Diese
tableaubasierten Systeme werden als Model-Checker bezeichnet und benutzen alle
dieselbe Beweistechnik : Fixpunktinduktion.

An vergleichbaren Untersuchungen fiir die zweite Fragestellung, wann eine
wHML-Spezifikation eine andere korrekt verfeinert, ist uns nur ein Hilbert-System
von Kozen fiir einen Teil des minimalen modalen u-Kalkiils [Koz83] bekannt. Da
diese Systeme sehr unkomfortabel sind und kaum effizient implementierbar, haben
wir mit der vorliegenden Arbeit versucht, diese Liicke zu schlieflen. Dafiir haben wir
ein tableaubasiertes Beweissystem fiir die semantische Implikation zwischen pHML.-
Formeln konstruiert, welches ebenfalls Fixpunktinduktion benutzt. Um die zugrun-
deliegende Idee und die Arbeitsweise unseres Systems zu verdeutlichen, stellen wir
im néchsten Kapitel die oben angesprochenen Systeme am Beispiel eines Model-
Checkers von Stirling vor.
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Kapitel 3

Model-Checking

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird nun das Problem des Model-Checkings behandelt, also die
Frage, wann ein Zustand eines Transitionssystems p eine bestimmte Eigenschaft,
ausgedriickt durch eine pHML-Formel, besitzt. Losungen dieses Problems sind seit
ein paar Jahren bekannt. Die erste Arbeit in diesem Zusammenhang stammt von
Larsen [Lar88|. Sein System behandelt jedoch eine stark eingeschrinkte Klasse
von Formeln aus pHML, in denen entweder nur kleinste oder nur gréfite Fixpunkte
vorkommen diirfen.

Ein System fiir beliebig geschachtelte Fixpunkte, welche gerade die Aus-
drucksstérke von pHML ausmachen, stammt von Stirling und Walker [SW89]. Ande-
re Model-Checker, die in dhnlicher Weise arbeiten finden sich bei Cleaveland [Cle90]
und Winskel [Win89]. In der Version von Cleaveland wurde ein derartiges System
im Rahmen der Concurrency Workbench [CPS89] implementiert.

Allen diesen Tableaumethoden ist gemeinsam, dafl sie zielgerichtete Beweise
ermoglichen und daf} sie als als wichtiges Beweisprinzip zum Nachweis von Fix-
punkteigenschaften Fizpunktinduktion benutzen. FEinen konkreten Model-Checker
werden wir in diesem Kapitel vorstellen. Bis auf geringfiigige Unterschiede in der
Darstellung halten wir uns an [SW89]. Die drei Bestandteile dieses Model-Checkers,
niamlich Regeln, Abbruchkriterien und FErfolgsbedingungen stellen wir im néchsten
Abschnitt dar. Besondere Sorgfalt erfordert die Behandlung der Fixpunkte. Auf
die damit verbundenen Probleme gehen wir in einem eigenen Unterabschnitt ein.
Anhand eines Beispiels soll in Abschnitt 3.3 die Arbeitsweise des Model-Checkers
verdeutlicht werden.
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3.2 Der Model-Checker

In diesem Abschnitt stellen wir einen konkreten Model-Checker vor. Bis auf ge-
ringfiigige Unterschiede halten wir uns in der Darstellung an [SW89]. Bei dem
Model-Checker handelt es sich um ein zielgerichtetes Beweissystem, welches mit
Fixpunktinduktion arbeitet. Die drei Komponenten des Systems werden nun der
Reihe nach vorgestellt.

Die Regeln

Die Regeln bestehen aus einem Ziel sowie aus einem oder mehreren Unterzielen.
Mit ihnen lassen sich, entsprechen der zielgerichteten Vorgehensweise, aus einem
Ziel ein oder mehrere Unterziele generieren. Wenn man dann die Unterziele zeigen
kann, so ist damit auch das urspriingliche Ziel gezeigt. Durch die Generierung von
immer weiteren Unterzielen 148t sich auf diese Weise ein sogenanntes Tableau oder
ein Ableitungsbaum fiir eine zu zeigende Eigenschaft eines endlichen Prozesses p
erzeugen. Die Regeln sind in Abbildung 3.1 zusammengefafit.

(n) pPFP pinpy
pEP o1, PFP ¢,
pH” @1V,
y P p1vys
( 1) pl—ng
pF” p1ve
y P Yivee
( 2) pl—Dg02
p P [a]p Nl Qo
a CZEACt, Pi;---sPny=1P P b
) (Drv-.pa} = (-0}
P {a a
(o) B _fale 0 € Act,p' € {alp-q}
p'FE" o
D
(1) pl—igX.(p D'=D- (U= puX.p), U neue Konstante
p > U
D
(v) % D' =D (U =rvX.g), U neue Konstante
p
pFP U

o P X = U] (U=vX.p) € Doder (U=vX.0) €D

Abbildung 3.1: Regeln des Model-Checkers

Die Regeln fiir die Konjunktion und die Disjunkion funktionieren wie erwartet:
Soll man von einem Prozefl die Konjunktion zweier Eigenschaften zeigen, so mufl
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man zeigen, dal er sowohl die eine als auch die andere Eigenschaft besitzt. Dies
sind die Unterziele in Regel ( A ). Ist die zu beweisende Eigenschaft eine Disjunktion
zweier Formeln, so geniigt es zu zeigen, dafi der Prozef} die eine der beiden Formeln
erfiillt (Regeln (v 1) und (v3)).

Die Unterziele bei den beiden Modaloperatoren [a] und (a) beziehen sich nicht auf
den urspriinglichen Zustand p, sondern auf Zustédnde, die von p aus iiber passende
Transitionen erreichbar sind. Entsprechend der Semantik der Modaloperatorn muf}
man bei [a]¢ die Eigenschaft ¢ von allen von p iiber eine a-Transition erreichbaren
Zusténden zeigen, wihrend bei (a)p ein solcher Zustand geniigt.

Etwas komplizierter sind die restlichen drei Regeln, die sich mit der Behandlung
der Fixpunkte befassen. Um eine eindeutige Kennzeichnung von Fixpunktformeln
zu erreichen, benutzt man Konstanten. (Im weiteren stehen Grofibuchstaben U, V,
W, Uy, Uy ... immer fiir Konstanten). Regeln () und (v) dienen der Konstan-
teneinfiihrung. Trifft man auf eine Formel mit einem Fixpunkt als duflerstem Kon-
strukt, so fiihrt man eine neue Konstante als Abkiirzung fiir die Formel ein. D und
D’ sind dabei sogenannte Deklarationslisten in denen festgehalten wird, welche Kon-
stanten im Laufe der bisherigen Ableitung fiir welche Fixpunktformeln eingefiihrt
wurden. In Regel (u) ist D' = D- (U = pX.p) dann die Deklarationsliste, die aus D
durch Hinzufiigen der Deklaration der Konstanten U als uX.¢ entsteht. Man beach-
te , dal die Deklarationslisten niemals verkiirzt werden. Zu Beginn der Ableitung
sind noch keine Konstanten deklariert, sodafl die Wurzel mit dem zu zeigenden Ziel
p = @ beziiglich der leeren Deklarationsliste € beschriftet ist, also mit p F¢ ¢.

In Regel (Konst) wird eine Konstante, die ja fiir eine Fixpunktformel steht,
geméf} ihrer Deklaration in D durch die Expansion der entsprechenden Fixpunkt-
formel ersetzt, was einer einmaligen Abwicklung des Fixpunktes entspricht.

Damit hat man sédmtliche Regeln, mit denen neue Unterziele erzeugt werden
konnen, beisammen.

Die Abbriiche

Zusétzlich zu den Regeln mufl man jetzt noch angeben, wann die Anwendung die-
ser Regeln zum Abbruch kommt, das heifit, wann die Generierung von Unterzielen
endet. Beim Abbruch unterscheidet man drei Fille, die in Abbildung 3.2 zusam-
mengestellt sind.

In den Fillen 1 und 2 bleibt nichts anderes {ibrig, als abzubrechen, da keine
Regel mehr anwendbar ist. Fall 3 ist interessanter. Dadurch, dafy weiter oberhalb die
gleiche Situation bereits einmal aufgetreten ist, unter Umsténden mit einer kiirzeren
Deklarationsliste, kann man an dieser Stelle mit der Ableitung aufhéren.

Ein Ableitungsbaum, bei der an jedem Blatt abgebrochen wurde, die man also
nicht mehr fortsetzen kann, nennen wir mazimal.
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1. p FP [a]¢ und es gibt kein p’ mit p——p’
2. p P (a)p und es gibt kein p’ mit p—+p’

3. pF? U und es gibt einen Knoten oberhalb im Ableitungsbaum,
der mit p F?' U beschriftet ist.

Abbildung 3.2: Abbruchbedingungen des Model-Checkers

Der Erfolg

Hat man nun eine maximale Ableitung, so mufl man noch entscheiden, ob man diese
als erfolgreich, das heifit als tatsdchlichen Beweis fiir das urspriingliche Ziel, ansehen
will. Die Kriterien fiir den Erfolg eines Blattes stehen in Abbildung 3.3.

Ein Blatt eines vollstiandigen Ableitungsbaumes heifit erfolgreich, wenn einer
der folgenden Fille auftritt:

1. Das Blatt ist von der Form p F? [a]e.

2. Das Blatt ist von der Form p F? U, wobei (U = vX.¢p) € D.

Abbildung 3.3: Erfolgsbedingungen fiir Blatter

Definition 3.1 (erfolgreiches Tableau) FEin Tableau heifit erfolgreich, wenn alle
seine Bldtter erfolgreich sind.

In Fall 1 gibt es nach Abbildung 3.2 kein p’ mit p—+p’. Damit gilt p =7 [a]y
und das Blatt ist gem#f der Semantik von [a]p erfolgreich.

Im zweiten Fall liegt eine erfolgreiche Fixpunktinduktion vor. Oberhalb des
Blattes gibt es nach Abbruchbedingung 3 aus Abbildung 3.2 einen Knoten, der mit
p F?' U beschriftet ist. Der eindeutige Nachfolgerknoten davon ist p F?' ol X = Ul.
Also gibt es in dem Tableau einen Ast von p F? ¢[X := U] zu p F? U. Von un-
ten nach oben gelesen bedeutet dies, dafl man einen Beweis dafiir hat, dafl aus
p 2 U p P ¢[X := U] folgt, wenn man im Augenblick davon absieht, daf sich die
Ableitung auch verzweigen kann. Die Verallgemeinerung auf den verzweigten Fall
stellt keine wesentliche Komplizierung dar. Stellt man sich U nicht als Abkiirzung
fiir die Fixpunktformel vX.p sondern fiir deren n-te Approximation vor, so hat
man ebenfalls eine Beweis dafiir, daf§ aus der Annahme, dafl p diese n-te Approxi-
mation erfiillt (p F? U), folgt, dafl p ebenfalls die (n+1)-te Approximation erfiillt
(pF? ¢[X := U]). Da p trivialerweise 1°X.¢ = tt erfiillt, so folgt daraus, daf
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Vn € wppEv"X.p. Da ¢ aufgrund der Endlichkeit von p stetig ist, so ist dies
gleichbedeutend mit p =vX.p.

Durch Regeln, Abbruchbedingungen und die Definition des Erfolges ist der
Model-Checker vollstédndig beschrieben. Als Notation fiir die beweistheoretische
Implikation fiihren wir das iibliche  ein, das heiflt, p - ¢ wenn es ein erfolgreiches
Tableau mit Wurzel p ¢ ¢ gibt.

Theorem 3.2 (Korrektheit und Vollstindigkeit)
p = ¢ genau dann wenn p - .

In [SW89] findet sich der Beweis fiir dieses Theorem.

Die Behandlung der Fixpunkte

Nachdem wir nun den Model-Checker vorgestellt haben, wollen wir uns noch etwas
ausfiihrlicher mit der Behandlung der Fixpunkte beschéftigen, insbesondere mit der
Frage, welchem Zweck die Konstanten dienen. Die Regeln aus Abbildung 3.1 schrei-
ben vor, dafl man fiir eine Fixpunktformel eine Konstante einfiihrt (Regeln (x) und
(v)) iiber die dann die Expansion des Fixpunktes erfolgt (Regel (Konst)).

Die naheliegende Behandlung von Fixpunktformeln wire, dafl man als Unterziel
einer zu zeigenden Fixpunkteigenschaft, zum Beispiel p - uX.p, zu beweisen ver-
sucht, daf p dann die Abwicklung der Fixpunktformel erfiillt. Anstelle von Regel (u)
aus Abbildung 3.1 hétte man dann folgende einfachere Regel, die ohne Konstanten
auskommt:

pF uX.p
P o[X = pX.¢]

Im wesentlichen werden Fixpunkte ja auch auf diese Art behandelt, ndmlich abge-
wickelt. Wiirde man aber tatséichlich auf diese einfache Weise verfahren, wie oben
angedeutet, so wiirde das System inkorrekt und unvollstindig [SW89]. Dieser Man-
gel tritt erst auf, wenn die Fixpunkte in der Formel mindestens bis zur Tiefe zwei
geschachtelt auftreten. Liegt zum Beispiel folgende Situation vor: das zu zeigende
Ziel sei p F ¢ wobei ¢ = pX.vY.p(X,Y). Als niichste zwei Unterziele bekiime man
zunéchst p - vY.¢(,Y) und danach p F ¢(¢, vY.p(1),Y)). Es kann nun passieren,
daf} im im weiteren Verlauf der Ableitung q - ¢ als Ziel auftritt. Somit hat man die-
selbe Eigenschaft wie oben erneut zu zeigen, nur diesmal nicht fiir p sondern fiir q.
Das Problem nun ist, daf$ dann im folgenden die Situation p - vY.¢(¢),Y") wieder-
um auftreten kann und man an dieser Stelle abbricht, da man den Induktionsschritt
der Fixpunktinduktion fiir p gezeigt zu haben scheint. Dabei ist schiefgelaufen,
dal man einen Zwischenschritt im Beweis fiir q - ¢ fiir das zweite Auftreten von
pFvY.p(¢,Y) gehalten hat, da zwischenzeitlich ein neuer Beweis (fiir die gleiche
Eigenschaft 1) zwar aber fiir einen anderen Zustand) begonnen hat. Dies ist zu
vermeiden.
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Es gibt unterschiedliche Wege, dieses Problem zu l6sen. Eine Moglichkeit wire,
explizit eine Liste von “Hypothesen” einzufiihren, in der festgehalten wird, welche
Fixpunktformeln zusammen mit welchen Zusténden aktuell fiir die Fixpunktinduk-
tion herangezogen werden diirfen. In dem obigen Beispiel wiirde die bedeuten,
daB man beim Schritt von q F ¢ nach qt vY.p(¢,Y) sich gewissermaflen dieses
qt vY.p(1,Y) als neue Hypothese merkt und, was das Entscheidende ist, aus der
Menge der Hypothesen p F vY.p(¢),Y) entfernt. Genauer gesagt wird eine Formel
1 immer dann aus der Liste der Hypothese gestrichen, wenn sie als echte Unterfor-
mel in einer neu aufgenommenen Hypothese, in diesem Fall vY.p(1),Y) enthalten
ist. Der Model-Checker von Cleaveland [Cle90] funktioniert auf diese Weise und
bildet in dieser Form auch die Grundlage des Model-Checkers in der Concurrency
Workbench.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, Konstanten als Abkiirzungen fiir Fix-
punktformeln einzufiihren und zwar bei jedem Auftreten einer solchen Formel eine
neue. Dies verhindert, daf} die angedeuteten Verwechselungen auftreten. Der Model-
Checker basierend auf dieser Idee stammt von Stirling und Walker [SW89] und in
analoger Form haben wir ihn hier auch vorgestellt. Das Beweissystem, welches wir
in Kapitel 4 vorstellen werden, benutzt Konstanten als Abkiirzungen fiir Fixpunk-
formeln in gleicher Weise.

3.3 Beispiele

Zum Abschlufl des Kapitels wollen wir anhand eines Beispiels die Arbeitsweise des
Model-Checkers dargestellen. Es soll eine Eigenschaft eines einfachen Transitions-
systems nachgewiesen werden. Der Prozef}, dargestellt durch das Transitionssystem
aus Abbildung 3.4 mit Anfangszustand p, soll das Verhalten eines Kaffee- und Tee-
automaten modellieren. Von diesem Automaten soll folgende Eigenschaft nachge-
wiesen werden:

“In allen moglichen Abldufen bietet der Automat unendlich oft Tee an”.
Zunéchst muf} diese Eigenschaft in yHML ausgedriickt werden. “Der Automat bietet
Tee an” heifit, es gibt einen mit “Tee” beschrifteten Ubergang wofiir in pHML die
Formel (Tee)tt steht. Etwas komplizierter wird schon die Eigenschaft, dal auf
allen Pfaden diese Eigenschaft unendlich oft auftritt. Intuitiv heift “unendlich oft”
dasselbe wie “immer wieder ” oder, anders ausgedriickt “es ist immer der Fall, daf}
irgendwann ¢ zutrifft”, wobei ¢ fiir (T'ee)tt steht.

Zunichst wenden wir uns dem “fiir alle Pfade gilt immer ¢;” zu. Das bedeutet,
jetzt gilt 7 und nach allen Ubergiingen gilt ¢; wiederum und nach allen weiteren
Ubergiingen erneut usw. Als rekursive Formel heifit dies:

vX.opn[—-]X

Nun zu “Auf allen Pfaden gilt irgendwann ¢5” oder etwas nidher an der rekursiven
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Kaffee

O
N y

Geld

Tee

Abbildung 3.4: Kaffee - und Teeautomat

pHML-Formel: “Es gilt ¢, jetzt oder nach allen Ubergéingen gilt ¢, irgendwann”.
Das legt folgende Formulierung nahe:

pX.p2 v [—]X.

Dies ist jedoch nicht ganz das Gewiinschte. Zum Beispiel erfiillt ein Transitions-
system mit nur einem Zustand und ohne Ubergiinge diese Formel, auch wenn der
einzige Zustand die Eigenschaft oy nicht besitzt. Der Grund liegt darin, dafl ein
Zustand die Formel [—]1) insbesondere auch dann erfiillt, wenn er keine Uberginge
besitzt. Was also tatsdchlich formuliert wurde, ist “Auf allen Pfaden gilt irgenwann,
da} g zutrifft oder dafy keine Fortsetzung mehr mdoglich ist”. Dies 148t sich leicht
dadurch beheben, daf man mittels (=)tt explizit die Existenz eines Uberganges
fordert. Damit bekommt man:

pX.pa v ((=)tt A [=]X)
Setzt man beide Formel zusammen, so erhiilt man die gewiinschte Formel:
vX. (Y. (Tee)tt v ({(=)tt a[=]Y)) n [-]X

Diese Eigenschaft soll vom Prozefl p des Transitionssystems aus Abbildung 3.4 nach-
gewiesen werden. Mit Hilfe der Regeln aus Abbildung 3.1 generiert man nun das
Tableau. An dessen Wurzel steht das zu zeigende Ziel. Diese Ableitung ist in Ab-
bildung 3.5 dargestellt.
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p U X (Y (Teett v ((=)tt a [<]Y)) n [-]X

pFPrU
p B (uY(Tee)tt v ((=)t6 A [-]V)) A [-]U
p FP pY (Tee)tt v ({(=)tt A [-]Y) p FP1 [-]U
pF> Vi p'-> U
p P (Tee)tt v ((=)tt A [—]V1) p P (uY (Tee)tt v ((=)tt a [=]Y)) a [-]U
p P ()it [k p' - pVi(Tee)itv ()it []V) ' FP U
p P (=)tt p FP [V, p' FP2 1, pFPrU
p' FPtt pHP YV p' FP2 (Tee)tt v ((—)tt A [—]V5)
p' FP1 (Tee)tt v ({(=)tt A [=]V1) p’' FP2 (Tee)tt
p F7' (Tee)tt p "2 tt
p FP!tt

Abbildung 3.5: Beispielableitung

qFP vX.X
qt?' U

qF?' U
Abbildung 3.6: Eine Ableitung fiir q F tt

Eine kleine Ungenauigkeit bleibt noch. In den Formeln haben wir die Propo-
sition tt verwendet, obwohl pHML nach Definition 2.24 diese gar nicht enthélt.
Vereinbarungsgeméf steht tt fiir die pHML-Formel pX.X, jedoch muf noch nach-
gewiesen werden, dal man, wie es in der Ableitung geschehen ist, tatséichlich an
Stellen g I tt abbrechen darf, genauergesagt, da} man an diesen Stellen die Ablei-
tung erfolgreich fortsetzen konnte. Dies ist aus Abbildung 3.6 ersichtlich. Dabei
steht D’ fiir D- (U = vX.X). Damit ist das Blatt nach den Kriterien aus Abbildung
3.3 erfolgreich, unabhingig von der Wahl von q. Entsprechend 148t sich leicht zei-
gen, daB fiir q - ff kein erfolgreicher Ableitungsbaum existiert, unabhéngig von der
Wahl von q. Dabei steht ff als Abkiirzung fiir die Fixpunktformel pX.X.



Kapitel 4

Beweissystem fiir tHML

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel kommen wir nun zum Kern der Arbeit, dem Beweissystem fiir
pHML. Besondere Sorgfalt erfordert dabei, wie zu erwarten, wiederum die Be-
handlung der Fixpunkte. Wir werden sie in dhnlicher Weise wie im Model-Checker
behandeln. Damit bekommen wir ein Gentzen-Sytem erweitert um die Behandlung
der Fixpunkte. Es erlaubt, im Gegensatz zu Hilbert-Systemen, zielgerichtetes Vor-
gehen bei der Beweisfiihrung. Fiir den propositionalen p-Kalkiil (mit geringfiigiger
Einschrinkung) ist bisher nur ein Hilbert-System bekannt [K0z83].

Im néchsten Abschnitt stellen wir zunéchst das Beweissystem selbst dar, also
die Regeln, die Abbruchkriterien sowie die Erfolgsbedingungen. In Abschnitt 4.3
zeigen wir dann die Endlichkeit des Beweissystemes, bevor wir in Abschnitt 4.4 die
Korrektheit zeigen. In Abschnit 4.5 stellen wir ein dquivalentes, aber effizienteres
Beweissystem vor. Das Kapitel schliefit mit einem etwas ausfiihrlicheren Beispiel,
an dem wir die Arbeitsweise des Beweissystems demonstrieren.

4.2 Das Beweissystem

Aussgehend von der Definition der Erfiilltheitsrelation =7 soll nun der Begriff der
semantischen Folgerung (ebenfalls durch =7 symbolisiert) eingefiihrt werden. Zwei
Formalisierungen der semantischen Folgerungen beziiglich Transitionssystemen sind
iiblich.

Definition 4.1 T stehe fiir ein einzelnes Transitionssystem und T stehe fir eine
Menge von Transitionssystemen.

Tegp > VPpEPr.pery
O =7 Y = VTeT. wenn T = @ dannT =1
O =7 Y & VT e TNpePr. wennp ere dannp =r

35
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Entsprechend sei I' =7 ¢ bzw. I' =71 definiert, wobei I' fiir eine Menge von
pHML- Formeln steht. |= wird als globale, =+ als lokale semantische Implikation
bezeichnet. Offensichtlich gilt, wenn ¢ =+ ¢ dann ¢ |= 1. Wir interessieren uns im
folgenden nur fiir den lokalen Folgerungsbegriff, da durch ihn logische Folgerungen
beziiglich einzelner Zustdnde der Transitionssysteme, die wir als Prozesse ansehen,
ausgedriickt werden.

Die Implikationsrelation |- (wie auch |- ) ist mit einer Menge von Transi-
tionssystemen parametrisiert. Je nach Art von Bedingungen, mit denen man 7T
einschrénkt, bekommt man unterschiedliche Relationen =7 und |=7. Wéhlt man
zum Beispiel Tg als eine Menge von Transitionssystemen, deren Ubergangsrelation
— reflexiv ist, so gilt [a]y 7, ¢, eine Implikation, die nicht fiir beliebige Transi-
tionssysteme gilt. Wir nehmen im weiteren, sofern nicht eigens betont, keine Ein-
schriankungen der Form der Transitionssysteme an, so daff 7 immer fiir die Klasse
aller Transitionssysteme (iiber einem Alphabet Act ) steht. Insbesondere schreiben
wir, wenn 7 aus dem Kontext klar ist, oft = anstelle von = .

In diesem Abschnitt nun werden wir den Kern unserer Arbeit vorstellen, ein Be-
weissystem fiir pHML. Dieses System ist ein Gentzen-artiger Sequenzenkalkiil, der
es erlaubt, zielgerichtete Beweise fiir die lokale semantische Implikation zu fiihren.
Er basiert, wie die im Kapitel 3 behandelten Model-Checker auf dem Prinzip der
Fixpunktinduktion, um die Fixpunktformeln zu behandeln.

Bevor wir das System selbst vorstellen, noch einige notationelle Vereinbarun-
gen. Das Beweissystem benutzt Sequenzen der Form I' F? A, wobei D, wie im
Model-Checker, fiir eine Liste von Konstantendeklarationen steht. I' und A bezeich-
nen endliche Mengen von geschlossenen pHML-Formeln, die Konstanten enthalten
diirfen, die in D definiert sind. Wenn I' = {1, v, ..., 7} und A = {81, 92,...,0m},
so steht die Sequenz I' P A fiir das zu zeigende Ziel A v; =P V10, oder anders
ausgedriickt fiir [ AfL,7i ] € [VjL,0; ]. Das bedeutet, Mengen auf der linken Seite
des P stehen fiir die Konjunktion iher Formeln, Mengen auf der linken Seite fiir
ihre Disjunktion. Dabei sei auf zwei Sonderfille hingewiesen. Ist I' beziehungsweise
A leer, so steht T' fiir die leere Konjunktion, also fiir tt, respektive A fiir die leere
Disjunktion, also fiir ff. Als weitere Abkiirzung verwenden wir A" fiir Al_,v; und
VA fiir V7, 0;.

= stehe fiir die syntaktische Identitit von pHML-Formeln (incl. Konstanten).
Ferner sei D eine Deklarationsliste fiir Fixpunktformeln. D(y) stehe dann fiir
die Formel, bei der alle Konstanten durch die Fixpunktformeln entsprechend ih-
rer Deklaration in D ersetzt werden, bis die Formel keine Konstanten mehr enthilt.
Fiir Formelmengen A sei D(A) elementweise definiert. Ferner stehe die semanti-

sche Implikation beziiglich einer Konstantendeklaration I' =» A als Abkiirzung fiir
D(T) = D(A).
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Die Regeln

Mit Hilfe der Regeln des Beweissystems, die in Abbildung 4.1 zusammengefaf3t sind,
generiert man Ableitungsbdume oder Tableaus, deren Wurzel mit der zu beweisen-
den Implikation beschriftet ist.

Die ersten vier Regeln sind die iiblichen Regeln zur Behandlung der logischen
Konnektive A und v in Gentzensystemen. Die Regeln (A F ) und ( F v) sind dabei
nur syntaktische Umformungen, da eine Formelmenge auf der linken Seite des +
ohnehin fiir die Konjunktion und auf der rechten Seite fiir die Disjunktion ihrer
Formeln steht. Die Behandlung der Disjunktion in Regel (F v) vergleiche man
insbesondere mit der Regel fiir das v im Modelchecker aus 3.1.

Die Regeln (- A) und (v ) spalten ein Ziel in je zwei Unterziele auf. Zum
Beispiel werden aus dem Ziel, ‘AT’ impliziert VA v (1 A o)’ , die zwei Unterziele
‘AT impliziert VA v ;" und ‘AT’ impliziert VA v 5.

Die Regeln (weak;) und (weaks) sind Abschwiichungsregeln fiir die linke und die
rechte Seite. Anstelle des Zieles ist es ausreichend, die abgeschwichten Unterziele
zu zeigen.

Die Regeln ({(a) I ) und (I [a]) sind dual zueinander und befassen sich mit der
Behandlung der Modaloperatoren [a] und (a). Mit der Regel ({(a) I ) zum Beispiel
will man aus der Existenz eines a-Ubergangs, nach dem ¢ gilt, sowie der Tatsache,
daB nach allen a-Ubergéingen die Formeln aus T' gelten, folgern, daf es einen a-
Ubergang gibt, nach dem eine der Formeln aus A gilt. Aus der Vorraussetzung weifl
man, daB es einen a-Ubergang gibt, nach dem sowohl ¢ als auch alle v aus T' gelten.
Kann man dann das Unterziel T, ¢ 2 A zeigen, so gilt nach diesem a-Ubergang
eine der Formeln § aus A. Damit ist das urspriingliche Ziel gezeigt.

Die letzten vier Regeln behandeln die Fixpunktoperatoren p und v und zwar in
ahnlicher Weise, wie dies beim Model-Checker in Kapitel 3 geschehen ist. Beim Auf-
treten von Fixpunktformeln auf der linken oder auf der rechten Seite einer Sequenz
werden neue Konstanten eingefiihrt (Regeln (o F ) und (F o)), deren Deklaration
in D' festgehalten wird. Die Konstanten kénnen dann nach den Regeln (Konst )
und (F Konst) gemif ihrer Deklaration expandiert werden, was der Abwicklung
der Fixpunke entspricht. Kleinste und grofite Fixpunkte werden von den Regeln
dabei auf beiden Seiten des F voéllig gleichbehandelt. Der Unterschied zwischen
den Fixpunkten auf der linken und der rechten Seite der Sequenz tritt spéter bei
der Beurteilung des Erfolges einer Ableitung auf.
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L,oinga FP A
(/\|_> F,QOl,QOQFDA
TP A ¢1vpy
(l_\/) FFDA:QODS%
F l_D A @1 N Pa
l_ )
( /\> F"DA,QOl F"DA,CPQ
L,oivpa FP A
(V|_) F,g@ll_DA F,()OQI_DA
[P A
k vy =
(weaks)  Fim g
P A
k , P
(weak,) P A
. D .
((a) F) (a)p, {la]y: v ?i}DZ {(a)d; 6 € A} a € Act
P,
) D .
(+ [a]) {laly;v € Fl}; ||:D [a]i {{a)d; 6 € A} o€ Act
P,
T,oX.0FP A Uff-w € {vX.p, uX.0}
(o F) T U A D' =D (U=0X.p)
’ Uneue Konstante
X.p e {vX.p,uX.p}
TP A, oX. oAP )
(Fo) FI—DAOU(p D'=D-(U=0Xy)
’ Uneue Konstante
IUFP A oX.p € {vX.p,uX.p}
(Konstt) v o =077 A (U=0X.0) €D
D
(F Konst) r="U,A oX.p € {vX.p,uX.p}

TFP o[X == U], A

(U=0X.¢) €D

Abbildung 4.1: Regeln des Beweissystems
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Die Abbriiche

Um das Beweissystem zu vervollstindigen, mufl man, wie beim Model-Checker, noch
angeben, wann man mit der Anwendung der Regeln, das heifit der Generierung von
neuen Unterzielen, abbricht und wann man ein maximales Tableau als erfolgreich
betrachtet.

Beim Abbruch der Regelanwendung unterscheidet man vier Félle (sieche Abbil-
dung 4.2):

1. T,oFP A, p
2.0 0
3. Wiederholung einer Sequenz

(a) Man trifft auf eine Sequenz ', U F? A
und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit
[,U FP" A beschriftet ist.

(b) Man trifft auf eine Sequenz ' P U, A
und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit
I FP' U, A beschriftet ist.

4. Abbruch vor der unniitzen Einfithrung einer neuen Konstante

(a) Man trifft auf einen Knoten der Form T',0 X.o =P A und oberhalb im
Tableau existiert ein Knoten der Form I, 0 X.¢ F?' A’ wobei 0 X.¢ €
{vX.o,uX.0} , D(T) =D'(I") und D(A) = D'(A").

(b) Man trifft auf einen Knoten der Form I' =P 6 X.¢, A und oberhalb im
Tableau existiert ein Knoten der Form I F?' ¢ X.p, A’ wobei 0 X.¢ €
{vX.p,uX.@} , D) =D(I'") und D(A) = D'(A").

Abbildung 4.2: Abbruchbedingungen des Beweissystemes

In Fall 1 bricht man ab, da man auf ein wahres Blatt gestoflen ist. Bei Fall 2
muf} man notgedrungen abbrechen, da keine weitere Regel mehr anwendbar ist. Ein
solches Blatt entspricht semantisch tt = ff, das heifit das Blatt ist erfolglos.

3(a) und 3(b) sind die interessanten Fille. Man ist bei der Ableitung auf ei-
ne Situation gestoflen, die im Baum schon einmal aufgetreten ist. Da man durch
Fortsetzung der Ableitung keine weiteren Informationen mehr erhilt, die man nicht
bereits nach dem ersten Auftreten der Sequenz hétte bekommen koénnen, bricht
man hier ab. Ob ein solches Blatt erfolgreich ist oder nicht, hingt von der Art des
Fixpunktes und von der Ableitung selber ab.
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Im Fall 4(a) (oder analog 4(b)) steht man vor der Einfiihrung einer neuen Kon-
stante nach Regel (o F ) oder (F o) aus Abbildung 4.1. Diese Neueinfiihrung ist
jedoch nicht sinnvoll, da die Konstante, die man nach dem Knoten I',0X.¢ FP A
fiir 0 X.p einfiihren kann, in einem “Kontext” I' und A eingefiihrt wiirde, der zu
dem “Kontext” I, A" identisch ist. " und I'” unterscheiden sich nur durch eventuell
andere Konstanten als Abkiirzungen fiir Fixpunktformeln. Das gleiche gilt auch fiir
A und A’. Syntaktisch unterscheiden sich die Mengen jedoch und nach den Re-
geln wire man gezwungen, eine neue Konstante fiir 0 X.p einzufiihren. Wenn man
dies zulafit, kann es passieren, dafl auf beiden Seiten des F wechselseitig immer
neue Konstanten eingefiihrt werden, ohne dafl der Beweis Fortschritte macht. Ohne
diesen Abbruch wiren also unendliche Ableitungsbdume maglich.

Der Erfolg
In Abbildung 4.3 sind die Erfolgskriterien zusammengefaft.

Ein Blatt eines maximalen Tableaus heif3t erfolgreich, wenn einer der folgenden
Fille auftritt. Das Blatt ist von der Form:

1. T,pFP o, A
2. Erfolgreiche Fixpunktinduktion

(a) T,U FP A wobei (U = uX.¢) € D und zwischen dem erstmaligen Auf-
treten dieser Sequenz ', U F?" A und dem Blatt T, U F? A wurde fiir
U Regel 11 aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewendet.

(b) T =P U, A wobei (U = vX.p) € D und zwischen dem erstmaligen Auf-
treten dieser Sequenz I' F?' U, A und dem Blatt T' F? U, A wurde fiir
U Regel 12 aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewendet.

Abbildung 4.3: Erfolgsbedingungen fiir Blitter

Bliatter der Form 1 sind immer erfolgreich, da sie fiir die Implikation
AT A =P v VA stehen. Die Blitter der Félle 2(a) und 2(b) sind diejenigen, bei
denen der Erfolg durch Fixpunktinduktion gewé&hrleistet ist. Die Nebenbedingung,
da} der Fixpunkt zwischen dem ersten und dem zweiten Auftreten der Sequenz
einmal abgewickelt wurde, ist notig, da diese Abwicklung dem Induktionsschritt bei
der Fixpunktinduktion entspricht. Im einfacheren und in der Anwendung der Regeln
determinitischeren Model-Checker ist diese Bedingung automatisch erfiillt.

Definition 4.2 (Erfolgreiches Tableau) Ein mazimales Tableau heifit erfolg-
reich, wenn alle seine Bldtter erfolgreich sind.
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Definition 4.3 (beweistheoretische Implikation)

I'FA &  FEs gibt ein erfolgreiches Tableau mit I' ¢ Aan der Wurzel.

Damit konnen wir das Hauptergebnis unserer Arbeit formulieren, die Korrektheit
des Beweissystems:

Theorem 4.4 (Korrektheit)

WennT'F A dann T = A.

In Abschnitt 4.4 beweisen wir dieses Theorem. Dazu zeigen wir zunéchst, dafl
alle Tableaus endlich sind.

4.3 Die Endlichkeit

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dafl es nur endliche Tableaus gibt,
erfolgreiche wie erfolglose. Das bedeutet, dafy auf allen Zweigen friiher oder spéter
eines der angegebenen Abbruchkriterien die Fortsetzung der Ableitung verhindert.
Die Skizze des Beweises sieht wie folgt aus: Jede Formel generiert im Laufe ei-
ner Ableitung nur endlich viele semantisch unterschiedliche Unterformeln. Damit
werden fiir einen Fixpunkt aufgrund der Abbruchkriterien aus Abbildung 4.2 unter
Punkt 4 nur endlich viele verschiedene Konstanten eingefiihrt. Somit entstehen aus
einer Formel im Laufe einer Ableitung nur endlich viele syntaktisch unterschiedliche
Objekte und es wird irgendwann gemifi Abbruch 3 aus Abbildung 4.2 abgebrochen.

Definition 4.5 (syntaktisch dquivalent) Zwei Formeln ¢, und o heiffen syn-
taktisch aquivalent beziiglich einer Konstantendeklaration D, wenn folgendes gilt:

p1 =p 2 & D(p1) = D(ps).
Zwei Sequenzen I'y FP1 Ay und Ty FP2 Ay heifen syntaktisch Aquivalent, wenn gilt:
Fl l_Dl AI = FQ |_D2 AQ = DI(FI) = DQ(FQ) und DI(AI) = DQ(AQ)

Man beachte, dafl zwei syntaktisch dquivalente Formel auch semantisch iibereinstim-
men.
Im Laufe einer Ableitung tritt eine bestimmte pHML-Formel durch seine Unter-

formeln auf. Die Menge aller dieser Unterformeln ist endlich und wird als Fischer-
Ladner-Abschluf [FL79] der Formel bezeichnet.
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Definition 4.6 (Fischer-Ladner-Abschluf8) Der Fischer-Ladner-Abschlufl ei-
ner geschlossenen pHML-Formel ist die kleinste Menge von Formeln FL(p), die
folgende Bedingungen erfiillt:

¢ €FL(p)
wenn @1 A @y € FL(p) dann ¢ € FL(p) und ¢y € FL(p)
wenn @1 v @y € FL(p) dann ¢ € FL() und ¢y € FL(p)
wenn [alp € FL(¢) dann ¢ € FL(y)
wenn (a)o € FL(p) dann ¢ € FL(p)
wenn vX.p(X) € FL(p) dann ¢(vX.(X)) € FL(yp)
wenn puX.W(X) € FL(p) dann (uX4p(X)) € FL(p)

Der Fischer-Ladner-Abschluf3 einer Formelmenge wird wiederum elementweise
definiert. Mit Hilfe dieser Definition 183t sich folgendes Lemma beweisen.

Lemma 4.7 Fir jede Fixpunktformel der Wurzel eines Tableaus werden nur endlich
viele verschiedene Konstanten eingefiihrt.

Beweis zu 4.7

Jeder Knoten im Baum mit der Wurzel I ¢ A ist von der Form IV -?" A’ wobei es
fiir jede Formel §' € A’ ein 6 € FL(A) gibt mit §' ~p ¢§. Das bedeutet, die Formeln
aus A’ stammen bis auf beliebige Konstanten anstelle von Fixpunkt-Unterformeln
aus dem Fischer-Ladner-Abschlufl von A. Analog gilt dies fiir Formeln v € I". Daher
besteht A’ ebenso wie I'" immer nur aus endlich vielen, syntaktisch nicht-dquivalen-
ten Formeln. Betrachtet man die Abbriiche 4(a) und 4(b) aus Abbildung 4.2, so
bedeutet dies, dafl in einem Ableitungsbaum fiir eine bestimmte Fixpunktformel
nicht unendlich viele verschiedene Konstanten eingefiihrt werden kdnnen. O

Satz 4.8 (Endlichkeit der Tableaus) Jedes Tableau ist endlich.

Beweis zu 4.8

Angenommen, es gibt ein unendliches Tableau. Da alle Ableitungsbdume endlich
verzweigt sind, bedeutet dies nach Konig’s Lemma, dafl es in dem Baum einen un-
endlichen Pfad gibt. Da alle Regeln bis auf diejenigen, die sich mit der Behandlung
von Fixpunkten befassen, echt verkiirzend wirken, treten auf diesem Pfad unendlich
oft Sequenzen auf, bei denen mindestens eine Konstante U “blank”, das heifit nicht
echt innerhalb einer pHML-Formel, auftaucht, also Sequenzen der Form I' FP U, A.
(Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit stehe die Konstante auf der rechten Seite
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von FP). Wegen Lemma 4.7 wissen wir, daf§ die Anzahl der Konstanten im Ta-
bleau insgesamt nur endlich ist. Somit mufl auf dem unendlichen Pfad mindestens
eine bestimmte Konstante V unendlich oft blank aufgetaucht sein. Das heifit, auf
diesem Pfad gibt es unendlich viele Sequenzen der Form T'; FPt V, A}, Ty FP2 V, A,
3PV, Az ... . Fiir alle ¥/ € T; gibt es ein v € FL(T) mit v ~p. 7. Eben-
so gilt dies fiir die A;. Die Mengen I'; und A; enthalten also Formeln aus dem
Fischer-Ladner-Abschluff der entsprechenden Formelmengen an der Wurzel des Bau-
mes modulo beliebiger Konstanten anstelle von Fixpunktformeln. Da die Anzahl der
Konstanten endlich ist, kann es nur endlich viele Mengen dieser Form geben. Da-
mit muf sich eine der Sequenzen T'; FP¢ V, A; wiederholen und an dieser Stelle wird
gemif Fall 3(b) aus Abbildung 4.2 abgebrochen. Dies steht im Widerspruch zur
Unendlichkeit des Pfades. O

4.4 Die Korrektheit

Mit Hilfe der im Abschnitt 4.3 gezeigten Endlichkeit der Tableaus werden wir nun die
Korrektheit des Beweissystems zeigen. Dazu ben6tigen wir zunéchst die sogenannte
Backward-Soundness der Regeln.

Satz 4.9 (Backward-Soundness) Fir jede Regel aus Abbildung 4.1 folgt die
Erfilltheit des Zieles aus der Erfilltheit der entsprechenden Unterziele der Regel.

Beweis zu 4.9

Fiir die Regeln (A ) und (F v) gilt die Aussage trivialerweise, da im ersten Fall
das Komma fiir ein A steht und im zweiten fiir ein v. Ebenso einfach ist dies fiir
die Regeln (weak;) und (weaksy): Gilt AT' |22 VA so auch AT A ¢ =P VA.

Fiir Regel (F A) zeigt man es folgendermaflen: Gelte AT =P ;v VA und
A =2 o v VA, Dann gilt fiir alle 7" aus 7 und alle p aus Pr :

wenn p =2 Al dann p =2 ¢; v VA) und

wenn p =2 A" dann p =2 g v VA)

(p2 AL oder p =2 @1 v VA) und (p2 AL oder p 2 ¢y v VA)
(pr2 AT') oder (p =2 1 v VA und p =2 o v VA)

Eppﬁ? AT') oder (p =2 (1 v VA) A (2 v VA))

pr2 AT') oder (p =2 (1 A @2) v VA)
= wenn p =2 Al dann p =2 (o1 A @a) v VA.

(
(
=
=
=
=

Der Beweis fiir Regel (v + ) erfolgt analog.

Nun zu Regel ((a) I ):
Es gelte ¢ A AL =2 VA.
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Zu zeigen ist: (a)p A A{[a]y;y € T} =2 V{(a)d;0 € A} d.h.

VI € TNp € Pr. wenn p 2 (a)paA{la]y;y € T}

dann p |2 6¥A<a>5.

Sei also (fiir beliebiges T' € T und beliebiges p € Pr )

p =2 (a)¢ A AM{[a]y;v € T}

p =2 (@)VA
p 2 ,Y, (a)0.
Der Beweis fiir die Regel ( F [a]) ist hierzu dual.

Bei Regel (o) und (- o) ist wiederum nichts zu zeigen. Der Fixpunkt wird
jeweils durch die entsprechende Konstante ersetzt, an der Semantik dndert sich
dadurch nichts.

In Regel (Konst - ) und analog in Regel (- Konst) wird ein Fixpunkt abgewickelt;
das heifit, es wird die Formel v X.¢(X), fiir die U steht, durch (v X.¢(X)) ersetzt,
was p[X = U] entspricht. Da vX.¢(X) einen Fixpunkt darstellt, gilt [ v X.p(X) ] =
[o(vX.o(X))]. O

Satz 4.10 (finite - model - Eigenschaft) Sei ¢ eine uHML-Formel. Ist ¢ er-
fiillbar, so bereits in einem Transitionssystem mit endlich vielen Zustinden.

= p 2 (@pnla N

= dp' € Pr .p——=p' rp' =2 ¢ und Vp” € Pr . wenn p—+p” dann p” =2 7/6\14
= Jp' € Pr .p—=p' und p' 2 o a v/e\FV

= Jp’' € Pr .p—=p’ und p' =2 VA

=

=

Der Beweis fiir diesen Satz findet sich in [SE89]. Dort wird diese Eigenschaft fiir den
modalen p-Kalkiil gezeigt. Damit gilt sie auch fiir yHML, da yHML eine Unterlogik
des Propositionale p-Kalkiils ist mit tt und ff als einzigen Propositionen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, daf§ das Nichterfiilltsein einer Fixpunktformel sei-
ne Ursache bereits im Nichterfiilltsein einer endlichen Approximation dieser Formel
findet.

Lemma 4.11

1. Sei NT'eP vX.pv VA .
Dann existiert ein n € w mit
AT =2 " (tt) v VA und ATE? " (tt) v VA |

2. Sei NI A uX.p? VA .
Dann existiert ein n € w mit
AT A" (ff) 2 VA und AT A " TH(ff)? VA .
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Beweis zu 4.11

Zu 1):
Sei also AT'g? v X.p v VA und gelte als Widerspruchsannahme

Vn € w. wenn AT = ¢"(tt) v VA dann AT =" (tt) v VA.

Da ©°(tt) = tt, gilt auf jeden Fall AT = ¢°(tt) v VA und per Induktion somit Vn €
w. AT £ ¢™(tt) v VA. Damit folgt im weiteren:

Vn € wVT € T.¥p € Pr . wenn p =2 AI' dann p =2 ¢"(tt) v VA =
VT € T.Vp € Pr . wenn p =2 AI' dann Vn € w.p =2 ¢"(tt) v VA.

Man mdchte nun schlieflen kénnen:
VT € T.Vp € Pr . wenn p =2 Al dann p =2 v X.p v VA.

Sei T also beliebig aus 7, p beliebig aus Pr und gelte:
wenn p 2 AI' dann Vn € w.p 2 ¢™(tt) v VA.

Fall a): p ist ein endlicher ProzeS.

Damit ist ¢ stetig und nach Satz 2.26:

p =2 vX.o v VA genau dann wenn Vn € w.p =2 ¢"(tt) v VA.
Also gilt:

VT € T.¥p € Pr . wenn p =2 AI' und p endlich dann p 2 vX.pv VA.

Fall b): p ist ein unendlicher Prozef.
Nun kann man, da ¢ nicht notwendigerweise stetig sein muf}, nicht direkt das
Gewiinschte schliefen. Nimmt man das Gegenteil an, ndmlich

p E2 Al und pr2 vX.¢ v VA so folgt
p E2 AT und p 2 =(vX.p v VA) und weiter
p =2 A A~ (vX.pv VA).

Das bedeutet, der unendliche Prozef p erfiillt die Formel AT' A =(vX.o v VA) . We-
gen Satz 4.10 gibt es nun auch einen endlichen Prozefl p, der dieselbe Formel erfiillt.
Das heifit, p =2 A" und pr2 v X.¢ v VA was im Widerspruch zu Fall a) steht.

Zu 2):
Sei AT' A uX.pxP VA und gelte als Widerspruchsannahme

Vn € w. wenn AL A" (ff) e VA dann AT A "7 (ff) £ VA.
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Da " (ff) = ff, gilt auf jeden Fall AT A ¢°(ff) = VA und per Induktion
Vn € w.( AT A ¢"(ff) = VA). Daraus ergibt sich im weiteren:

Vn € wNVT € T.Vp € Pr . wenn p =2 AI' n ¢"(ff) dann p =2 VA =
VT € TNp € Pr.wenn (3In € w.p =2 AI' n ¢"(ff)) dann p =2 VA.

Man mochte wiederum schlieflen konnen:
VT € T.¥p € Pr.wenn p =2 AI' A uX.¢ dann p =2 VA,

Sei wiederum T beliebig aus 7, p beliebig aus Pr und gelte:
wenn (In € w.p =2 AI' A ¢"(ff)) dann p =2 VA.

Fall a): p ist ein endlicher Prozef.
Dann ist ¢ stetig und man erhélt sofort wenn p =2 AI' A uX.p dann p =2 VA.

Fall b): p ist ein unendlicher Prozef.
In gleicher Weise wie in Fall 1.b bekommt man aus der Widerspruchsannahme, daf}
p E2 AL A puX.poa—-VA. Wegen Satz 4.10 gibt es dann auch ein endliches P mit
P =2 AL A pX.p und py2 VA | was im Widerspruch zu Fall 2.a steht.

O

Damit ist man nun in der Lage, die Korrektheit (Theorem 4.4) zu zeigen.

Beweis zu 4.4

Gegeben sei 'y - Ay, das heifit es gibt ein erfolgreiches Tableau 7 mit der Wurzel
[y ¢ Ag. Um zu zeigen, dafl dann auch Ty = A, gilt, geniigt es T' =2" A’ fiir alle
Bliitter I' " A’ des Baumes zu zeigen. Nach Satz 4.9, der Backward-Soundness,
gilt dann die semantische Implikation auch fiir die Wurzel.

Nun nimmt man an, es gebe in 7 ein semantisch falsches (aber erfolgreiches)
Blatt. Dies kann nicht von der Form T, ¢ FP o, A sein, da fiir solche Blitter die
sematische Implikation trivialerweise immer gilt. Folglich mufi es von der Form
geméfB 2(a) oder 2(b) aus Abbildung 4.3 sein. Eine Konstante U (bzw. V) eines
erfolgreichen Blattes IV FP A’ dieser Form bezeichnen wir als entscheidend, wenn
U € T" fiir einen kleinsten (bzw. V' € A’ fiir einen grofiten) Fixpunkt steht und wenn
zwischen dem zugehorigem ersten Auftreten der Sequenz diese Konstante einmal
nach Regel (Konst ) bzw. Regel ( = Konst) aus Abbildung 4.1 abgewickelt wurde.
Die entscheidenden Konstanten eines solchen Blattes sind also diejenigen, welche
den Erfolg des Blattes bewirkt haben kénnten und davon kann es mehrere geben.
Unter allen diesen Bléttern wihlt man nun eines so, dafl eine seiner entscheidenden
Konstanten U folgende Bedingung erfiillt: Oberhalb der Einfiihrung von U kommt
im Tableau kein weitere Konstante U’ vor, die ebenfalls entscheidend fiir ein falsches
Blatt ist. Wir haben somit ein falsches Blatt und eine zugehorige entscheidende
Konstante ausgewihlt. Je nachdem, ob diese Konstante links oder rechts vom +?'
steht, unterscheiden wir zwei Fille:
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I D o (tt), A

Ix
T "
T FPY pn(tt), A

T ED" o[X = o™ (tt)], A

\

T EP o (tt), A

Abbildung 4.4: Skizze zum Korrektheitsbeweis

Fall 1:
Das ausgewihlte Blatt ist von der Form I' P U, A mit U als entscheidender Kon-
stante , U steht also fiir einen grofiten Fixpunkt. Die Sequenz, bei der das U zum
ersten mal auftaucht, sei I' F?' U, A’. Der Teilbaum mit dieser Sequenz als Wurzel
sei mit 7' bezeichnet.

Dieser Teilbaum 7' kann nun mehrere falsche Blitter der Form T +? U, A ent-
halten. Fiir jedes dieser Blitter gilt also T'v? U, A. Damit gilt nach Lemma 4.11

In € w.(T =7 " (tt) v VA und TP " L(tt) v VA).

Unter allen genannten Blédttern des Teilbaumes 7' mit U als entscheidender Kon-
stante sei das Blatt I' =P U, A eines mit minimalem n. ' F? U, A. 7' wird nun so
transformiert, dafl die Kontstante U an jeder Stelle durch die endliche Approxima-
tion ¢"(tt) ersetzt wird. Dies ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

In 7" gilt entsprechend der Wahl des Blattes T =2 ¢"(tt), A , das heifit durch
die Transformation ist aus dem falschen Blatt T'F? U, A in 7' das wahre Blatt
[ =P o"(tt), A in 7" geworden. Ebenso ist natiirlich auch der zugehérige Knoten
mit der Sequenz T P’ U, A in 7* nunmehr richtig. Der Nachfolgerknoten von
I FP" on(tt), A ist allerdings mit I FP" ¢[X := ¢"(tt)], A beschriftet und, da
o[ X = ¢"(tt)] fiir ¢"*(tt) steht, gemdB der Wahl von n falsch. Aufgrund der
Backward-Soundness (Satz 4.9) mufy 7"* also falsche Blétter besitzen. Dies kénnen
nicht die Bléatter mit U als entscheidender Konstante sein. Also muf} eine andere
Konstante fiir die filschliche Entscheidung fiir den Erfolg der anderen Blétter ver-
antwortlich sein. Dieses V muf}, aufgrund der Wahl von U, im Baum unterhalb
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von U eingefiihrt worden sein. Dies erlaubt es zusammen mit Fall 2, das gesamt
Argument auf den Teilbaum 7" anzuwenden.

Fall 2:

Dieser Fall ist zum Fall 1 dual. Anstelle des grofiten Fixpunktes auf der rech-
ten Seiten muf man nun einen kleinsten Fixpunkt auf der linken Seite des F?
behandeln. Man wéhlt nun das kleinste m, fiir das gilt: AT A ¢"(ff) = VA und
AT A "t (ff)z? VA . Ansonsten funktionieren die Uberlegungen genauso und man
kann wiederum folgern, daf} es ein weiteres falsches Blatt mit einer anderen Kon-
stante geben muf}, die nach U eingefiihrt wurde.

In beiden Féllen gibt es also in 7% ein weiteres falsches Blatt mit einer Konstan-
ten, die erst in 7% eingefiihrt wurde. Blétter, die in 7/* falsch sind, sind insbesondere
in 7 falsch, und damit kann man das Argument wiederholt auf 7"* anwenden, ob-
wohl dies kein giiltiger Ableitungsbaum ist. Das bedeutet jedoch, daff das Tableau
unendlich viele verschiedene Konstanten enthélt, was im Widerspruch zu Lemma
4.7 steht. O

4.5 Ein effizienteres System

Wir haben nun also das Beweissystem vorgestellt und dessen Korrektheit bewie-
sen. Die Fixpunktinduktion stellt dabei den wesentlichen Bestandteil des Beweis-
verfahrens dar. Die zugehorigen Abbriiche 3(a) und 3(b) aus Abbildung 4.2 wurden
dadurch gerechtfertigt, dafl eine weitere Ableitung iiberfliissig ist, wenn man zum
zweiten mal auf eine Sequenz der Form ', U FP A beziehungsweise I' P U, A trifft.
Allerdings kann man argumentieren, dafl man nicht mehr weiter ableiten braucht,
wenn man zum zweiten mal auf eine Sequenz von beliebiger Form trifft. Das so modi-
fizierte System hat den Vorteil, dal die Ableitungsbdume wesentlich kleiner werden.
Allerdings 148t sich der Korrektheitsbeweis fiir dieses System nicht so direkt fithren,
wie dies fiir das System aus Abschnitt 4.2 moglich war. Insbesondere ist dann das
Lemma 4.11 nicht anwendbar. Dieser Abschnitt ist nun dem modifizierten System
gewidmet und wir zeigen, dafl beide Systeme #quivalent sind.

Die Regeln in diesem neuen System sind unveréindert die Regeln aus Abbildung
4.1. Was sich éndert, sind die Abbruchkriterien. Auch die Definition des Erfolgs
eines Tableaus mufl entsprechend angepafit werden. Abbildung 4.5 fafit die vier
Fille, die zum Abbruch der Regelanwendungen fiihren, zusammen.

Auch die Kriterien fiir den Erfolg eines Blattes haben sich geéndert (siehe Ab-
bildung 4.6). Ein maximales Tableau ist in dem neuen Sytem erfolgreich, wenn
alle seine Blétter die neuen Erfolgsbedingungen erfiillen Man beachte insbesonde-
re in den Fillen 2(a) beziehungsweise 2(b) aus Abbildung 4.6 die Bedingung, daf}
(U = pX.p) in D' beziehungsweise (U = vX.p) in D’ enthalten ist. Das bedeutet,
daB die Konstante U bereits vor I' F?" A eingefiihrt worden sein mu8.
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1. T,oFP A, p
2. 0P 0

3. Wiederholung einer Sequenz:
I' 2 A und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten mit T' F?" A beschrif-
tet.

4. Abbruch vor der unniitzen Einfithrung einer neuen Konstante

(a) Man trifft auf einen Knoten der Form I', 0 X.o FP A und oberhalb im
Tableau existiert ein Knoten der Form I, 0 X.¢ F?" A’ wobei
oX.p e {vX.p,uX.p}, D) =D'(I") und D(A) = D'(4A’).

(b) Man trifft auf einen Knoten der Form T' +” ¢ X.¢, A und oberhalb im
Tableau existiert ein Knoten der Form I P 0 X.¢, A’ wobei
oX.p € {vX.p,uX.p}, D) =D'(I) und D(A) = D'(A’).

Abbildung 4.5: Abbruchbedingungen des effizienteren Beweissystems

Damit hat man ein weiteres Beweissystem mit dem Vorteil, daf§ die Ableitungen
durch die Verschirfung der Abbruchbedingungen zum Teil deutlich kiirzer, in keinem
Fall jedoch linger werden. Das alte System bezeichnen wir im folgenden der Kiirze
halber mit S;, das neue mit S,. F; und F 5 stehen fiir den beweistheoretischen
Folgerungsbegriff in S; beziehungsweise Ss.

Um nachzuweisen, dafl die beiden Systeme dquivalent sind, machen wir zunéchst
folgendes Beobachtung.

Beobachtung 4.12 Gegeben seien auf einem Pfad eines Tableaus (in Sy oder Sy)
die Sequenzen 'y FPU Ay, Ty FP2 Ay und T's FP? A3 in dieser Reihenfolge. Aufler-
dem sei U eine Konstante , die syntaktisch in I'sUAs und I'sUA3 vorkommt und die
in Dy noch nicht deklariert ist. Dann enthalten alle Sequenzen zwischen Ty FP2 A,
und T's P Ay die Konstante U oder eine weitere Konstante V, die ebenfalls in D,
noch nicht deklariert ist.

Beweis zu 4.12

Da Uin 'y FP2 A, und T's P2 A; enthalten ist, muf} in allen Sequenzen dazwischen
U selbst oder eine Konstante, sagen wir V, auftreten, aus der das U, moglicherweise
indirekt iiber weitere Konstanten, durch Expansion wieder generiert werden kann.
Wiire dies nicht der Fall, so koénnte I's P2 A3 die Konstante U nicht enthalten,
da bei jeder Konstanteneinfiihrung neue Konstantennamen benutzt werden. Diese
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Ein Blatt eines maximalen Tableaus heif3t erfolgreich, wenn einer der folgenden
Fille auftritt.

1. Das Blatt ist von der Form: T, o F? ¢, A
2. Erfolgreiche Fixpunktinduktion : das Blatt ist von der Form I' FP A, wobei:

(a) Erfolg durch einen kleinsten Fixpunkt links.
e Es gibt eine Sequenz T' FP' A und zwischen dieser und dem Blatt
eine Sequenz I, U FP" A/
o (U=pX.p)eD
e Zwischen der Sequenz T F?" A und dem Blatt T' 2 A wurde auf U

Regel (Konst =) aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewen-
det.

(b) Erfolg durch einen grofiten Fixpunkt rechts.
e Es gibt eine Sequenz T' FP' A und zwischen dieser und dem Blatt
eine Sequenz I'" F2" U, A/,
e (U=vXp) eD
e Zwischen der Sequenz I' F?" A und dem Blatt I' F? A wurde auf U

Regel (F Konst) aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewen-
det.

Abbildung 4.6: neue Erfolgsbedingungen fiir die Blatter

Konstante V muf}; da das U direkt oder indirekt aus ihr gewonnen werden kann,

nach U eingefiihrt worden sein. Damit kann V, genauso wie U, nicht bereits in D,

definiert worden sein. O
Nun konnen wir die Aquivalenz der beiden Systeme formulieren.

Satz 4.13 (Aquivalenz von S; und S;) T'H A gdw. T'H A

Beweis zu 4.13

Es sind zwei Richtungen zu zeigen: fiir jede erfolgreiche Ableitung in S; gibt es eine
erfolgreiche Ableitung in S; und umgekehrt. Im ersten Fall mufl man zeigen, dafl
jede erfolgreiche Ableitung in S; durch entsprechende Verkiirzung in eine erfolgreiche
Ableitung in S transformiert werden kann. Im zweiten Fall ist nachzuweisen, daf§
erfolgreiche Blétter eines Ableitungsbaums in Sy, die nicht zugleich erfolgreich in Sy
sind, in jedem Fall im System S erfolgreich fortgesetzt werden konnen.
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=: Sei ein erfolgreiches Tableau 7 in S; gegeben. Zunéchst transformiere man
7 so, dafl immer, wenn eine Konstante fiir einen kleinsten Fixpunkt auf der linken
Seite beziehungsweise fiir einen gréfiten Fixpunkt auf der rechten Seite nach Regel 11
beziehungsweise Regel 12 aus 4.1 expandiert werden kann, dies auch sofort geschieht.
Ist die Expansion bei mehreren passenden Konstanten gleichzeitig moglich, dann
natiirlich hintereinander. Das so erhaltene Tableau sei mit 7' bezeichnet. Da sich
die Expansion einer Konstanten in einer Sequenz, sagen wir I FP U , A auf die
Formelmengen T' und A nicht auswirkt, sondern nur U selbst betrifft, bleibt die
Verzweigungsstruktur von 7’ gegeniiber 7 unveréndert. Das bedeutet: die Pfade
von 7' ensprechen genau denen von 7, nur dafl in den Pfaden unter Umstéinden
manche Konstanten eher expandiert werden als in denen von 7.

In 7" betrachte man einen vollstindigen Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt.
Dieser Pfad ist nun nicht notwendigerweise auch ein Pfad (erfolgreich oder erfolg-
los) eines Ableitungsbaumes in Sy, da er unter Umstinden nach den schérferen
Abbruchregeln oder durch die Umstrukturierung beim Vorziehen von Konstanten-
expansionen schon frither hitte enden miissen. Kiirzt man den Pfad, so dafl er den
Abbruchregeln in Sy geniigt, so mufl der dadurch enstandene verkiirzte Pfad nicht
unbedingt erfolgreich sein. Das Verkiirzen des Pfades kann nur durch Regel 3 aus
Abbildung 4.5 hervorgerufen worden sein, also durch das Auftreten von zwei Sequen-
zen Ty FP2 Ay und Ty FP2 A,, da in allen anderen Abbriichen die beiden Systeme
iibereinstimmen. Folgende Félle miissen unterschieden werden:

Fall 1: Der ungekiirzte Pfad endet mit dem Blatt T', ¢ F? ¢, A und die Sequenzen
Iy FP2 Ay und Ty FP2 A, treten damit beide oberhalb des Blattes auf. Ist der Pfad
bis 'y FP2 Ay nicht ohnehin erfolgreich in Sy, so ist der Ableitungsbaum um das
Stiick zwischen 'y FP2 Ay und Ty FP2 A, zu kiirzen.

Fall 2: Der ungekiirzte Pfad endet in s und oberhalb befindet sich eine Sequenz
s', wobei s und s’ abkiirzend fir I' , UFP? A und T', UF? A beziehungsweise
IFP U, Aund T P U, A stehen. Ist der verkiirzte Pfad nicht auch gleich in S,
erfolgreich, so kann das folgende Griinde haben:

Fall 2.1: T, FP2 A, und T, FP2 A, treten beide oberhalb von s' auf. Wie im Fall 1
14t sich der Baum um das Stiick dazwischen kiirzen.

Fall 2.2: T5 FP2 Ay und Ty FP2 A, treten beide zwischen s’ und s auf. Wiederum
kiirzt man den Baum um das entsprechende Stiick.

Fall 2.3: T, FP2 A, befindet sich vor s’ und T's FP2 A, zwischen s’ und s. Damit
tritt zwischen I's FP2 Ay und I's FP2 A, eine Sequenz, nimlich s/, mit einer Kon-
stanten fiir einen kleinsten Fixpunkt links oder fiir eine gréfiten Fixpunkt rechts auf.
Nach Konstruktion von 7" wurde eine der passenden Konstanten, sagen wir U, auch
tatsdchlich abgewickelt. Als letzte Bedingung fiir den Erfolg in Sy in Abbildung
4.6 gilt auch (U = puX.¢) € D)) oder (U = vX.p) € D} , da sonst nach Lemma
4.12 entweder U oder eine neue Konstante, die es bei I'y FP2 Ay noch nicht gab,
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in Ty FP2 A, syntaktisch vorkommen; beides ist ein Widerspruch. Damit ist der
verkiirzte Pfad auch in S, erfolgreich.

Diese Fallunterscheidung zeigt, dafl man in den Fillen, bei denen 7/ nicht zugleich
auch ein erfolgreiches Tableau in Sy ist, durch wiederholtes Verkiirzen des Baumes
einen erfolgreichen Ableitungsbaum in S, erhalten kann.

<: Gegeben sei ein erfolgreiches Tableau 7 in S;. Wir zeigen, wie man diesen Ablei-
tungsbaum gegebenenfalls so verlingern kann, dafl man eine erfolgreiche Ableitung
auch in S; erhélt. Der in S5 erfolgreiche und damit maximale Ableitungsbaum 7 ist
auch im System S; ein Ableitungsbaum, wenn auch nicht unbedingt maximal. Der
Grund hierfiir ist, daf8 er Blitter der Form I' FP A enthalten kann, die keine erfolg-
reichen Blétter in S darstellen. Solche Blétter, die in Sy aber nicht in S; erfolgreich
sind, bezeichnen wir als Sy-Blatter. Blitter anderer Form sind fiir den Beweis un-
interessant, da Abbruch und Erfolg fiir sie in beiden Systemen iibereinstimmen. 7
habe nun eine endliche Anzahl n von S,-Blittern I'y FP* A, , ..., [, FP» A,. Fiir
jede dieser Sequenzen I'; FP¢ A; gibt es den zugehdrigen Vorginger I'; FPi A; und
zwischen beiden liegt wegen Bedingung 2(a) (beziehungsweise 2(b)) je ein Knoten der
Form T, U P A! (beziehungsweise T 27 V| Al). Mit 7; sei derjenige Teilbaum
von 7 bezeichnet, der T'; FPi A; als Wurzel hat und bei dem nach re, U D7 AL (
bezichungsweise I') P V| A!) abgebrochen wird. DaT; FP# A; als Blatt in 7; nicht
mehr auftaucht, hat 7; hochstens n — 1 So-Blétter. Setzt man nun an allen Blattern
[; FPi A; aus 7 mit den jeweiligen 7; fort, so bekommt man einen Ableitungsbaum
mit hochstens n * (n — 1) Blidttern der Form (*). Man beachte dabei, daf in diesem
Baum die neuen Blitter I'; , U F?" A; beziehungsweise T; 2" V', A, nach den
Kriterien aus S; erfolgreich sind. Dieses Verfahren setzt man so lange fort, bis alle
unerwiinschten Blétter verschwunden sind und man erhélt so einen Ableitungsbaum
im System S;. a

4.6 Beispiele

Die Arbeitsweise des Beweissystemes soll nun noch zum Abschlufl anhand eines
Beispieles gezeigt werden. Zu beweisen sei die folgende Aussage: “Wenn es einen
unendlichen Pfad gibt, bei dem irgendwann ¢ immer gilt, so existiert ein Pfad, bei
dem die Eigenschaft ¢ unendlich oft gilt”.

Erstere Eigenschaft sei mit ¢y, letztere mit ¢, abgekiirzt. Zunéichst miissen die
beiden Eigenschaften in puHML iibersetzt werden. Im Falle von @5 soll dies etwas
ausfiihrlicher geschehen. Dabei ist es vorteilhaft, das Vorgehen hier mit der Herlei-
tung der pHML-Formel aus Abschnitt 3.3 zu vergleichen. Obwohl die Eigenschaft
dort (“Auf allen Pfaden gilt unendlich oft”) sehr #hnlich klingt, macht die Formel
9 jetzt deutlich mehr Schwierigkeiten. Wir werden sehen, warum. Wie formuliert
man also “Es gibt einen Pfad, bei dem die Eigenschaft ¢ unendlich oft gilt”? Intui-
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tiv kann die Eigenschaft “unendlich oft ¢” wieder durch “immer ist es der Fall, dafl
irgendwann ¢ gilt” ausgedriickt werden.

Also versuchen wir zunéchst zu formulieren, daf} es einen Pfad gibt, bei dem eine
Eigenschaft ¢y immer gilt. Das bedeutet dasselbe, wie “¢) gilt jetzt und es gibt einen
direkten Nachfolger, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem ¢ immer gilt”.
Das legt folgende rekursive pHML-Formel nahe:

vX.apa(—)X

Leider driickt diese Formel eine etwas stirkere Eigenschaft aus, ndmlich “Es gibt
einen unendlichen Pfad, bei dem @ immer gilt”. Préziser in Worten ausgedriickt
lautet die gewiinschte Eigenschaft ndmlich: “Jetzt gilt ¢ und wenn es einen Nach-
folger gibt, so ist einer darunter, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem
immer gilt”. In Formeln:

vXapn([=]ffv (=) X)

Dies entspricht dem Branching-Time-Operator 3G, der bereits in Kapitel 2
erwahnt wurde.

Einfacher zu formulieren ist die Eigenschaft, dafl es einen Pfad gibt, bei dem ir-
gendwann einmal ¢ gilt, ndmlich durch pX.¢ v (—)X. Setzt man nun beide Formeln
zusammen, so bekommt man fiir ¢,

VX (Yo (=)Y) a (v (=) X)

Driickt dies nun die gewiinschte Figenschaft s aus? Leider nein. Man hat im
Grunde in falscher Form {iber die Pfade quantifiziert, genauer gesagt, hat man zwar
formuliert, dafl es einen Pfad gibt, bei dem immer gilt, dafl es eine Fortsetzung
gibt, auf der irgendwann ¢ gilt, jedoch nicht, dafl es immer noch derselbe Pfad ist.
Zum Beispiel erfiillt der Prozefl p in folgendem Transitionssystem diese Eigenschaft
(wobei q die Eigenschaft ¢ erfiillt, p hingegen nicht).

a(: q

Die Existenzquantifizierung in diesem Beispiel wird duch den Modaloperator (—)
erreicht; um allerdings auszudriicken, daf§ das “immer” und das “irgendwann” sich
auf die Existenz desselben Pfades beziehen, darf man beide Fixpunkte, den gréfiten
fiir das “immer” und den kleinsten fiir das “irgendwann” nicht voneinander trennen,
sondern beide miissen geschachtelt auftreten.
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Das Problem soll nun etwas anders formuliert werden. “Es gibt einen Pfad, bei
dem unendlich oft ¢ gilt” heifit, “Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ gilt und
von dieser Stelle aus gibt es wiederum einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ gilt” und
dies unendlich oft.

“Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ¢ und X gilt”, konnen wir bereits
hinschreiben:

O(X) = uY.(prn X)v(=)Y

Das durch 6 geforderte Verhalten soll nun unendlich oft hintereinander méglich sein.
Dies driickt man durch einen gréfiten Fixpunkt aus:

vX.0(X)=vX.uY.(orX)v(=)Y

Dies ist allerdings immer noch nicht ganz richtig. Die Bedeutung dieser Formel
ist zwar in der Tat, dafl irgendwann ¢ gilt und von dort wieder irgendwann und
unendlich oft so weiter. Der Fehler liegt diesmal bei dem “Irgendwann” denn es
bedeutet “Jetzt oder irgendwann spéiter”. Damit besitzt zum Beispiel ein Proze$,
der aus nur einem Zustand besteht, fiir den die Eigenschaft ¢ erfiillt ist, und der keine
Uberginge hat, diese Eigenschaft #X.0(X). Wenn man nun noch das “irgendwann”
durch “irgenwann aufler jetzt” ersetzt, hat man nun endlich und tatséchlich die
Eigenschaft os:

g2 = VX.(=)0(X) = VX.(=)(Y(p 4 X) v (5)Y)

Dieses ausfiihrliche Beispiel zeigt zum einen, dafl aufgrund der Ausdrucksstéirke
der Logik die Formulierung von Eigenschaften durchaus subtil sein kann. Insbeson-
dere mufl man, da es sich bei pHML um eine Logik der verzweigten Zeit handelt,
sorgfiltig beachten, iiber welche Pfade man jeweils quantifizieren will. Zum ande-
ren scheint es, dafl es interessante Figenschaften gibt, bei denen man auf eine echte
Verschriankung von Fixpunkten nicht verzichten kann.

Zuriick zum Beispiel. Die noch fehlende Eigenschaft ¢, ist deutlich einfacher zu
formulieren, was in diesem Fall an der fehlenden Verschrinkung der Fixpunke liegt.

1= pX.(VY.on(=)Y)v ()X

Nun soll, wie bereits zu Beginn des Abschnittes angekiindigt, gezeigt werden: ¢
impliziert @s.

Man beginnt also ein Tableau zu generieren, dessen Wurzel mit der zu zeigenden
Implikation beschriftet ist. Die ersten vier Schritte behandeln die &ufleren Fixpunk-
te, fiir die die Konstanten R und T eingefiiht werden. Deren Deklaration wird in
D; und D, festgehalten, das heifit Dy = (R = pX.(vY.por(—)Y)v(—=)X)) und
Dy =D, - (T = vXA{=)(uY.(pr X)v(=)Y) Danach werden die Konstanten geméf
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ihrer Deklaration wieder expandiert. Die ersten Ableitungschritte lauten somit:

pX. (VY. o n (5)Y) v (=) X F v X (=) (uY.(pr X) v (—)Y)
REP v X (=)0 (e r X) v (5)Y)
REP2T
REP () (Y (o2 T) v (=)Y)
(WY i (V) v () REP2 (=) (1Y (p 1 T) v (2)Y)

Das v auf der linken Seite bewirkt nun eine Aufspaltung in zwei Unterziele,
von denen nur das erste, nimlich vY.oa (=)Y =22 (=) (uY. (o A T) v (—)Y) weiter-
verfolgt werden soll. Durch passende Anwendung der Regeln fiir die Behandlung der
Fixpunkte sowie fiir das A auf der linken Seite und abschlieender Abschwéichung
der linken Seite bekommt man:

(Yo n ()Y) FP2 () (Y (e n T) v (2)Y)
Si P () (Y (o n T) v (2)Y)
pr{=)S1LEP () (Y (e n T) v (=)Y)
P, ()SLEP () (Y (pa T) v(=)Y)
(5)S1EP (=) (WY (9 n T) v (=)Y)

In D3 wurde die Konstante S; fiir die Eigenschaft “Es gibt einen unendlichen Pfad,
bei dem immer ¢ gilt” eingefiihrt. Nun steht man zum ersten Mal im Verlaufe des
Beweises vor einem wirklichen Schritt in dem Sinne, daf} nicht nur aus Buchhal-
tungsgriinden Konstanten eingefiihrt, Fixpunkte abgewickelt werden oder das Ziel
entsprechend logischer Konnektive in Unterziele aufgespalten wird. Damit setzt sich
die Ableitung wie folgt fort:

()8 FP2 () (Y (o n T) v ()Y))
Sy EPs Y (oaT)v(=)Y
Sy FPa Uy
Sl |_D4 ((,0 /\T) Vv <—>U1
SiEP (e T), (=)l

Bis jetzt funktionierte die Ableitung relativ geradlinig. Die einzige Wahlmoglichkeit
bestand darin, die Konstanteneinfithrungen und -abwicklungen in anderer Reihen-
folge vorzunehmen. Von Zeit zu Zeit schadet es jedoch nichts, sich auch Gedanken
dariiber zu machen, was man eigentlich zu beweisen versucht. Beim augenblickli-
chen Stand der Dinge versucht man gerade aus “Es gibt einen unendlichen Pfad,
bei dem immer ¢ gilt” , ndmlich aus Sy, zu folgern, dal mindestens eine der beiden
folgenden Eigenschaften zutrifft: “Im Augenblick gilt ¢ und es gibt einen Pfad, bei
dem ¢ unendlich oft gilt”, ndmlich ¢ AT, oder “Es gibt einen Nachfolger, von dem
aus es einen Pfad gibt, bei dem irgendwann ¢ gilt und von dort aus unendlich oft
¢”. Beides sind natiirlich nur Umformulierungen von ¢, und S; impliziert jede da-
von. Erstere scheint jedoch naheriegender zu sein, da Sy auf der linken Seite bereits
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impliziert, da8 T schon jetzt gilt und nicht erst irgendwann. Also werfen wir (—)U;
mit Hilfe der Abschwiichregel (weaksy) fort. Wiirde man stattdessen ¢ A T loswerden,
funktionierte der Beweis ebenfalls, es wiirde nur ldnger dauern.

SiFP (e T), ()
Sl |_D4 (,0/\T
on{=)Si FP oA T
@, <—>Sl "D4 gO/\T

Wiederum spaltet sich der Beweis auf: Der eine Zweig ¢ , (—=)S; FP4 ¢ endet sofort,
und zwar, gemifl den Kriterien aus Abbildung 4.3 beziehungsweise Abbildung 4.6
erfolgreich. Der zweite Zweig bendttigt noch einen Ableitungsschritt, die Expansi-
on von T, bis eine Sequenz ¢ , (—)S; FP4 (=)(uY.(p A T)v (—)Y) auftaucht, die
es bereits einmal weiter oben gab. An dieser Stelle wird nach den Kriterien des
effizienteren Systems nach Abbildung 4.5 abgebrochen.

0, (=)S FP T
0, (S FP () (WY (paT) v (=)Y)

In diesem Blatt ist auf der rechte Seite die Konstante T enthalten, die fiir einen
grofiten Fixpunkt steht. Dariiberhinaus wurde diese Konstante zwischen den erst-
maligen Aufteten der Sequenz und diesem Blatt einmal expandiert, ndmlich unmit-
telbar vor dem Blatt. Damit ist das Blatt nach Definition 4.6 erfolgreich. Wollte
man auch im alten System ein erfolgreiches Tableau erreichen, miifite man die Ab-
leitung noch um einige Schritte fortsetzen, bis T dann zum zweiten mal auf der
rechten Seite blank auftaucht.

In Abbildung 4.7 ist der gesamte Beweis mit den noch fehlenden Zweigen darge-
stellt. Dabei verzichten wir auf die explixite Angabe der Deklarationslisten D;. An
den jeweiligen Stellen ergeben sich diese durch die Hinzufiigung der Deklaration der
entsprechenden neuen Konstanten.
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UX. (Yoo 1 (V) v ()X X (=) (Y2 X) v (V)
REP X () (-(p 2 X) v ()Y
RF>T
REP (<) (u¥i(¢ 2 T) v (5)Y)
VYo 1 (V) v (Y REDT (D) (Vo n T) v ()T

(
Yo n ()Y) FP2 () (Y (o T) v (-)Y) (D)REP () (1Y (o n T) v(—)Y)
Si FP (=) (Y (e T) v (=)Y) REP pY(onT)v(=)Y
P A (=)Si P2 () (Y (9 n T) v (=)Y) REP Uy
P, ()i P () (Y (o n T) v (=)Y) REPs (paT)v(—)Us
()81 P2 () (Y (p n T) v (=)Y) RED (paT), (—)Us
St EP: uY (paT)v(-)Y R EPs (=)U,
S, FP1 U, (VY. o n (=)Y) v (=)R P (=)U,
Sy P4 (o aT) v (=), vY. o n (—)Y EPs (=), (=YRFPs (U,
S, FPa (paT), (—)U; Sy FPs (—)Us R+P5 U,
Sl |_D4 (pAT @A <—>SQ |_D5 <_>U2
pA{=)Si FP oA T ¢, ()5S FP5 (=)Us
@ <mewﬂ’ (4)5: F™ ()T
<—>Sl "D4 @ < >Sl |_D4 T SQ "D5 UQ

, <—>51 FPA(=) (Y (o n T) v (=)Y)  Sa BP0 (paT) v (=)Us
Sy B2 (onT) . (=)Us
Sy FPs o AT
@A {=)Sa FP5 oA T
0, (=)So FP5s AT
@ <_>SQ -Ps 2 P <_>S2 P T
(=)Sy EP5 T
()82 75 (=) (uY(¢ £ T) v (=)Y)
So FP5 Y (o aT) v {(—=)Y
Sy FPs Uy
SQ I_D6 (QO/\T) \% <—>U3
So FP° (0 T), (—)Us
SQ "DG gO/\T

Abbildung 4.7: Beispielableitung
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Kapitel 5

Ausblick

In den vorangehenden Kapiteln haben wir ein korrektes Beweissystem fiir Hennessy-
Milner-Logik mit Rekursion vorgestellt, mit dem man Verfeinerungsschritte beim
Programmentwurf in dieser Logik auf ihre Korrektheit iiberpriifen kann.

Fiir die Zukunft haben wir Erweiterungspline fiir diese Arbeit, die in zwei Rich-
tungen gehen, einerseits der Ausbau der theoretischen Grundlagen und zum anderen
Erweiterungen, die die Benutzbarkeit des Systems verbessern.

Was die theoretischen Grundlagen betrifft, steht der Vollstéindigkeitsbeweis des
Systems im Vordergrund, an dem wir zur Zeit bereits arbeiten.

Ein anderer wichtiger Erweiterungspunkt, um insbesondere die notwendigen Be-
weise bei der Verifikation eines Programms kurz und iibersichtlich zu halten, betrifft
das Vorgehen bei der Konstruktion und somit auch bei der Verifikation von Verfeine-
rungsschritten. Um den Programmentwurf iiberschaubar zu machen, mufl man nicht
nur schrittweise, sonder auch modular vorgehen. Dies bedeutet, dafy die Programm-
entwicklung nicht so linear vorgenommen wird wie von uns vorgestellt, sondern daf§
es die Moglichkeit gibt, eine Spezifikation in mehrere unabhéngige Teilspezifikatio-
nen aufzuspalten. Zum Beispiel kénnte man sich im Laufe der Programmentwick-
lung entscheiden, das gewiinschte Verhalten durch zwei parallelgeschaltete Prozesse
zu implementieren. Dafiir wiirde man die Spezifikation in zwei Teilspezifikationen
aufspalten und durch einen Paralleloperator miteinander verkniipfen. In dieser Vor-
gehensweise benutzt man also die Parallelschaltung als Modularisierungsoperator
fiir Spezifikationen. Andere aus der Prozefitheorie bekannte Operatoren kann man
in gleicher Weise verwenden. Um ein solches Vorgehen bei der Verfeinerung der Veri-
fikation zugénglich zu machen, mufl man nun auch die Modularisierungs-Operatoren
mit in das Beweissystem aufnehmen, da man jetzt nicht mehr SP' = SP, sondern
SP] op SP; = SP zeigen mu8. Das Ziel besteht also darin, fiir einen geeigne-
ten Satz von Modularisierungsoperatoren ein kompositionelles Beweissystem zu ent-
wickeln. Logische Aquivalente zu den bekannten Modularisierungs-Operatoren zu
finden, ist eine ebenso schwierige wie lohnende Arbeit. Insbesondere ist zu unter-
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suchen, inwieweit kompositionelle Ansétze, die es im Bereich des Model-Checking
[LX90] [Sti85] [Win90] bereits gibt, iibertraghar sind. Weiterhin wére es interessant
zu untersuchen, wo genau pHML beziiglich der Ausdrucksstéirke in der Hierachie von
modalen und temporalen Logiken [Sti92] steht. Ausdrucksschwéchere Logiken, wie
z.B. CTL* [EH86], lielen sich dann mit Hilfe von Makrodefinitionen wie in Beispiel
2.28 in pHML codieren. Das entwickelte Beweissystem kdnnte man dann auch fiir
die semantische Implikation in diesen Logiken benutzen, indem man die zu priifende
Implikation gemafl der Makrodefinitionen in eine yHML Implikation iibersezt.

Eine andere Erweiterungsmoglichkeit wére, zu den vorhandenen Operatoren
von pHML weitere Modalitdten wie z.B. relativierte Next- oder Vergangenheits-
Operatoren hinzuzunehmen, um in dieser modifizierten Logik dann auch linear-time
bzw. past-time Logiken kodieren zu kénnen. Ein Beweissystem fiir diese neue Lo-
gik erhélt man aus dem alten System, indem man Regeln fiir die neuen Modalititen
hinzufiigt. Somit bekdme man ein Beweissystem fiir weitere interessante Programm-
logiken.

Da die Beweise schnell lang und uniibersichtlich werden, wie man in Abbildung
4.7 sieht, ist eine Rechner-Unterstiitzung bei der Erstellung der Beweise wiinschens-
wert. In unserer Arbeitsgruppe wird bereits iiber eine prototypische Implemen-
tierung im Beweispriifer LEGO [LPT89] nachgedacht und erste Versuche in diese
Richtung unternommen. LEGO ist eine auf Typentheorie basierende interaktive
Umgebung fiir maschinenunterstiitztes Beweisen.
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