
Ein Beweissystem f�urHennessy-Milner-Logik mitRekursion
Studienarbeit im Fah Informatikvorgelegt vonMihael Siegel und Martin Ste�engeboren am 2.5.1964 geboren am 6.6.1965in Heide in Bad HonnefAngefertigt amLehrstuhl f�ur Informatik VIIRehnerarhitektur und VerkehrstheorieInstitut f�ur Mathematishe Mashinen und DatenverarbeitungFriedrih-Alexander-Universit�at Erlangen-N�urnbergBetreut vonNorbert G�otz und Terry StroupBegonnen am 1. September 1990Abgegeben am 1. Juli 1991



Wir versihern, da� wir diese Arbeit ohne fremde Hilfe und ohne Benutzung andererals der angegebenen Quellen angefertigt haben und da� die Arbeit in gleiher oder�ahnliher Form noh keiner anderen Pr�ufungsbeh�orde vorgelegen hat und von dieserals Teil einer Pr�ufungsleistung angenommen wurde. Alle Ausf�uhrungen, die w�ortlihoder sinngem�a� �ubernommen wurden, sind als solhe gekennzeihnet.
Erlangen, den 1. Juli 1991

DanksagungUnser Dank gilt unseren Betreuern Norbert G�otz und Terry Stroup f�ur dieHinf�uhrung zu dieser interessanten wissenshaftlihen Aufgabe. Wir bedanken unsweiter bei ihnen sowie bei Thomas Amrhein, Martin Hofmann und Uwe Nestmannf�ur sorgf�altige Korrekturlesearbeiten.





Inhaltsverzeihnis
1 Einf�uhrung und Grundlagen 31.1 Shrittweise Verfeinerung und Veri�kation . . . . . . . . . . . . . . . 31.2 Proze�systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion 92.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Hennessy-Milner-Logik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.3 Erweiterung um Rekursion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 Model-Cheking 273.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273.2 Der Model-Cheker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.3 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324 Beweissystem f�ur �HML 354.1 Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.2 Das Beweissystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.3 Die Endlihkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.4 Die Korrektheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434.5 Ein eÆzienteres System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 484.6 Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525 Ausblik 59

1



2 INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1Einf�uhrung und GrundlagenHennessy-Milner-Logik mit Rekursion (im weiteren �HML) ist eine sehr ausdruks-starke temporale Logik, die seit einigen Jahren f�ur die Spezi�kation verteilter Sy-steme eingesetzt wird. Um aus einer �HML-Spezi�kation eine nahweislih korrekteImplementierung gem�a� der Methode der shrittweisen Verfeinerung entwikeln zuk�onnen, ben�otigt man ein Beweissystem, mit dem man zeigen kann,da� eine verfei-nerte Spezi�kation die urspr�unglihe Spezi�kation erf�ullt. In unserer Arbeit konstru-ieren wir ein Gentzen-System f�ur �HML, mit dem man zielgerihtet diese Beweisef�uhren kann und modi�zieren es anshlie�end, um eÆzienter beweisen zu k�onnen.In diesem Abshnitt pr�azisieren wir unsere Vorstellung von shrittweiser Verfei-nerung und shrittweiser Veri�kation und stellen die verteilten Proze�systeme vor,die uns als Implementierungen dienen.1.1 Shrittweise Verfeinerung und Veri�kationEs gibt prinzipiell zwei Vorgehensweisen, um aus einer anf�anglihen Spezi�kationeine Implementierung zu entwikeln: die \Ein-Shritt-Methode" und die \Metho-de der Shrittweisen Verfeinerung". Bei der Ein-Shritt-Methode konstruiert mandie Implementierung in einem Entwiklungsshritt aus der Anforderungsspezi�ka-tion. Die zugeh�orige Ein-Shritt-Veri�kation ist dann der direkte Beweis, da� dieImplementierung korrekt bez�uglih dieser Spezi�kation ist.Bei der Methode der Shrittweisen Verfeinerung ist die Idee, durh viele kleineImplementierungs- und Veri�zierungsshritte aus einer abstrakten Anforderungs-spezi�kation (SP0) �uber korrekte Zwishenspezi�kationen (SPi) ein ausf�uhrbaresProgramm (Impl) zu erzeugen. Bei diesem Vorgehen legt jeder Verfeinerungsshrittweitere Implementierungsdetails des sp�ateren Programms fest. Der Programment-wurf sieht shematish dann folgenderma�en aus:SP0 ���> SP1 ���> : : : : : : ���> SPn ���> Impl3



4 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGENDie Verfeinerungsrelation ���> zwishen Spezi�kationen de�nieren wir modelltheo-retish als Modellinklusion. Das bedeutet, eine Spezi�kation SPi+1 verfeinert dieSpezi�kation SPi, wenn die durh [[ SPi+1 ℄℄ bezeihnete Modellmenge von SPi+1 ei-ne Teilmenge von [[ SPi ℄℄ ist; ein Proze� erf�ullt eine Spezi�kation, wenn er in derModellmenge der Spezi�kation liegt.So, wie man den Implementierungsproze� hierbei in kleine St�uke zerlegt, unter-teilt man auh den Korrektheitsbeweis von Impl bez�uglih SP0 in kleine Teilbeweise:SP0 (= SP1 (= : : : : : :(= SPn (= ImplDabei steht SPi (= SPi+1 f�ur den Beweis, da� SPi+1 die Spezi�kation SPi verfei-nert. Kann man die Korrektheit jedes Verfeinerungsshrittes zeigen, so hat man dieKorrektheit von Impl bez�uglih SP0 gezeigt, da die Verfeinerungsrelation transitivist. Diese Implementierungs- und Veri�kations-Methodik liegt im weiteren unsererArbeit zugrunde. F�ur das geshilderte Vorgehen ben�otigt man im wesentlihen dreiDinge:1. eine Menge von Modellen, die die m�oglihen Implementierungen darstellen,2. eine formale Spezi�kationssprahe zur Beshreibung von Eigenshaften dieserModelle und3. ein Beweissystem, mit dem man die Korrektheit der einzelnen Verfeinerungs-shritte zeigen kann.1.2 Proze�systemeDie konkreten Modelle, die Spezi�kationssprahe und die Beweissysteme, die wir inunserer Arbeit benutzen bzw. konstruieren werden, erl�autern wir in den n�ahstendrei Abshnitten.Die ModelleDie Systeme, die wir im Laufe einer Programmentwiklung erzeugen wollen, beste-hen aus einer Anzahl von Prozessen, die miteinander und mit ihrer Umwelt kom-munizieren. Diese Prozesse bezeihnen wir mit p,q,r. . . . Durh Ausf�uhren vonAktionen, bezeihnet durh a,b,. . . aus einem gegebenen Aktionsalphabet, kannein Proze� zu einem neuen Proze� mit einem anderen Verhalten werden. Solhe�Uberg�ange beshreibt man durh eine �Ubergangsrelation p a�! q: der Proze� pkann durh Ausf�uhren der Aktion a in den Proze� q �ubergehen. Das Verhalteneines Prozesses ergibt sih somit aus seinen m�oglihen �Uberg�angen zu anderen Pro-zessen und dem Verhalten dieser Prozesse.



1.2. PROZESSSYSTEME 5Die eigentlihen semantishen Modelle sind jetzt Strukturen, die solh ein Pro-ze�verhalten beshreiben. Wir haben f�ur unsere Arbeit Transitionssysteme [Plo81℄gew�ahlt. Ein Transitionssystem T=( P, f a�!, a 2 At g) ist dabei gegeben durheine Zustandsmenge P und Zustands�uberg�ange a�! zwishen den Zust�anden. DasVerhalten eines Prozesses wird durh einen Zustand und dem von diesem sog. An-fangszustand aus erreihbaren Transitionssystem modelliert. Bei bekanntem Transi-tionssystem ist dann das Verhalten des Prozesses eindeutig durh diesen Zustandfestgelegt. Deswegen verwenden wir im folgenden diese beiden Begri�e \Proze�"und \Zustand im Transitionssystem\' synonym und meinen mit letzterem das vondiesem Zustand aus erreihbare Transitionssystem. Die Zustandsmenge P einesgegebenen Transitionssystems entspriht in dieser Sihtweise also gleihzeitig einerMenge von Prozessen.Je nahdem, an welhen Proze�eigenshaften man interessiert ist, de�niert maneine Verhaltens�aquivalenz, die festlegt, wann zwei Prozesse dasselbe Verhalten zei-gen. Eine weit verbreitete �Aquivalenz ist die Bisimulations- �Aquivalenz [Par81℄, diefolgenderma�en auf Transitionssystemen de�niert ist:De�nition 1.1 (starke Bisimulation) Gegeben sei ein Aktionsalphabet Atsowie zwei Transitionssysteme T1 = (P1; f a�!; a 2 At g) und T2 = (P2; f a�!; a 2At g). Eine bin�are Relation R � P1 � P2 ist eine starke Bisimulation, wenn f�uralle (p,q) 2 R gilt:1: wenn p a�!p0; dann gibt es ein q' mit q a�!q0 und (p',q') 2 R ;2: wenn q a�!q0; dann gibt es ein p' mit p a�!p0 und (p',q') 2 R :Zwei Prozesse hei�en stark bisimulations�aquivalent, wenn eine starke BisimulationR zwishen ihnen existiert.Man spriht hier von starker Bisimulation, weil alle Aktionen der Prozesse nahau�en hin sihtbar sind. Diese Annahme werden wir stets mahen, wenn von Zu-stands�uberg�angen die Rede ist.Somit haben wir jetzt festgelegt, was wir als Implementierungen betrahten wol-len. Wie man nun Eigenshaften solher Transitionssysteme beshreibt, erl�auternwir im n�ahsten Abshnitt.Der Spezi�kationsformalismusF�ur die Methode der shrittweisen Verfeinerung ben�otigen wir als n�ahstes einengeeigneten Spezi�kationsformalismus, um auf abstrakter Ebene Eigenshaften vonTransitionssystemen formulieren zu k�onnen. Geeignet bedeutet hierbei, da� derFormalismus ein m�oglihst guter Kompromi� bez�uglih der folgenden Kriterien ist:1. ausdruksstark: der Formalismus sollte m�oglihst ausdruksstark sein, um diegew�unshten Eigenshaften der Prozesse pr�azise formulieren zu k�onnen,



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGEN2. ad�aquat und expressiv: er mu� mit der zugrundegelegten Verhaltens�aquiva-lenz zwishen Prozessen vertr�aglih sein; das bedeutet einerseits, da� mankeine Eigenshaft formulieren kann, die zwei verhaltens�aquivalente Modellevoneinander untersheidet (Ad�aquatheit), da� andererseits jedoh stets Ei-genshaften formulierbar sind, die zwei niht-�aquivalente Modelle voneinanderuntersheiden (Expressivit�at). Diese Begri�e wurden von Pnueli in [Pnu85℄vorgeshlagen.3. veri�zierbar: die Verfeinerungsrelation und der Formalismus sollten so gew�ahltsein, da� man die Verfeinerungsshritte auf ihre Korrektheit �uberpr�ufen kann.Gem�a� dieser Kriterien haben wir uns f�ur Hennessy-Milner-Logik mit Rekursionentshieden. Diese Logik ist eine Erweiterung der multi-modalen Hennessy-Milner-Logik, die Matthew Hennessy und Robin Milner in [HM85℄ f�ur eine alternativeCharakterisierung der Bisimulation benutzt haben. Sie wird seit einigen Jahrenauh f�ur die Spezi�kation von verteilten Systemen benutzt.Durh die Erweiterung um Rekursion wird aus der ausdruksshwahen modalenLogik HML eine sehr ausdruksstarke temporale Logik. Die �ublihen Modelle tem-poraler Logiken sind Kripke-Strukturen, eine Verallgemeinerung von Transitionssy-stemen. So kann man einer �HML-Formel sehr nat�urlih eine Menge von Prozessen(= Zust�ande in einem Transitionssystem) als formale Semantik zuordnen.Somit haben wir jetzt auh einen Spezi�kationsformalismus f�ur den shrittwei-sen Programmentwurf. Die genaue Einordnung von �HML entsprehend der dreierw�ahnten Kriterien erfolgt am Ende des 2. Kapitels, wenn wir die Grundlagen von�HML er�ortert haben.Das BeweissystemNahdem wir pr�azisiert haben, welhe Modelle wir entwikeln wollen und von wel-hen Spezi�kationen wir ausgehen, ben�otigen wir jetzt noh ein Beweissystem, mitdem man die Korrektheit der Verfeinerungsshritte zeigen kann. Der Programment-wurf sieht shematish so aus:�0 ���> �1 ���> : : : : : : ���> �n ���> Implwobei �i 2 �HML, was modelltheoretish der folgenden Sequenz entspriht:[[ �0 ℄℄ � [[ �1 ℄℄ � : : : : : : � [[ �n ℄℄ 3 ImplWill man nun shrittweise veri�zieren, da� eine Implementierung p die Spezi�-kation �0 erf�ullt, also p 2 [[ �0 ℄℄, so treten zwei Teilaufgaben auf:



1.2. PROZESSSYSTEME 71. die Korrektheitsbeweise der einzelnen Verfeinerungsshritte �i ���> �i+1, alsodie Beweise f�ur die Inklusionsbeziehung der zugeh�origen Modellklassen [[ �i ℄℄ �[[ �i+1 ℄℄ und2. der Beweis f�ur den letzten Verfeinerungsshritt �n ���> p, also der Nahweis,da� die Implementierung in der feinsten Modellklasse enthalten ist, also p2 [[ �n ℄℄.Der zweite Punkt wurde eingehend in den letzten Jahren unter anderem in[Cle90℄, [Lar88℄, [SW89℄ und [Win89℄ untersuht. Es wurden in diesem Zusam-menhang zielgerihtete Beweissysteme konstruiert und implementiert. In Kapitel 3erl�autern wir stellvertretend eines der vorgeshlagenen Beweissysteme, die auf demPrinzip der Fixpunktinduktion basieren. Die grundlegende Idee dieser sogenanntenModel-Cheker benutzen wir in Kapitel 4 f�ur unsere eigentlihe Arbeit: ein ziel-gerihtetes Beweissystem f�ur die Verfeinerungsrelation zwishen beliebigen �HML-Spezi�kationen. Der einzige uns bekannte Ansatz in der Literatur, der sih mitdiesem Punkt besh�aftigt, ist ein Hilbert-System f�ur den modalen �-Kalk�ul [Koz83℄,einer Logik, in der �HML enhalten ist.Unsere Arbeit gliedert sih folgenderma�en: im zweiten Kapitel stellen wirHennessy-Milner-Logik mit Rekursion vor. F�ur diese Sprahe pr�asentieren wir im3.Kapitel den Model-Cheker, den wir als Anregung f�ur unsere Arbeit benutzt ha-ben. Den Kern dieser Arbeit erl�autern wir in Kapitel 4: ein Beweissystem f�ur dieImplikation zwishen Hennessy-Milner-Formeln. Das 5.Kapitel besh�aftigt sih mitm�oglihen Erweiterungen der vorliegenden Arbeit.



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG UND GRUNDLAGEN



Kapitel 2Hennessy-Milner-Logik mitRekursion
2.1 EinleitungIn diesem Kapitel stellen wir zun�ahst die Hennessy-Milner-Logik ohne Rekursion[HM85℄ vor, die wir mit HML abk�urzen. Sie bildet die Grundsprahe unserer Spezi�-kationslogik. Anhand von Beispielen erl�autern wir, wie man mit HML Eigenshaftenvon Prozessen beshreiben kann. Da die Ausdruksst�arke dieser Logik niht aus-reiht, um unendlihesProze�verhalten zu spezi�zieren, erweitert man HML um dieM�oglihkeit zur rekursiven Formulierung von HML -Formeln. Die dabei entstehendeausdruksstarke temporale Logik bezeihnen wir mit �HML. Die Idee der Erwei-terung von Logiken um Fixpunktoperatoren geht auf den �-Kalk�ul von Sott undDeBakker zur�uk [SdB69℄. Derartige Kalk�ule wurden in den siebziger Jahren unteranderem von Hithok und Park, DeRoever und DeBakker [HP73℄ [Roe74℄ [BR72℄untersuht. Seit einigen Jahren werden sie f�ur die Spezi�kation verteilter Systemeverwendet. Am h�au�gsten wird dabei die oben erw�ahnte HML -Erweiterung �HMLbenutzt, die eine Unterlogik des modalen �-Kalk�uls ist.2.2 Hennessy-Milner-LogikWir wollen das Verhalten eines Prozesses durh einen Zustand in einem Transi-tionssystem und dem davon aus erreihbaren Transitionssystem beshreiben. Wirbeshreiben also das Verhalten eines Prozesses p durh seine m�oglihen �Uberg�angep a�! q zu anderen Prozessen und dem Verhalten dieser Prozesse. Im weiterennehmen wir eine Menge P von Prozessen und eine Menge At von m�oglihen Aktio-nen als gegeben an. Wie bereits erw�ahnt, bezeihnen wir Prozesse mit p,q,r. . . undAktionen mit a,b,. . . . Das Transitionssystem T = (P,f a�!, a 2 At g) , das dasVerhalten der Prozesse aus P beshreibt, sei gegeben.9



10 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONMit einer Spezi�kation w�ahlt man nun einige Prozesse aus P aus, die bestimmtegew�unshte Eigenshaften haben. Eine Spezi�kation besteht also aus einer Mengevon Eigenshaften, und jeder Proze�, der alle Eigenshaften besitzt, erf�ullt die Spe-zi�kation. Als Grundsprahe zur Formulierung solher Eigenshaften benutzen wirdie von Hennessy und Milner vorgeshlagene Sprahe HML , jedoh ohne expliziten:-Operator.De�nition 2.1 (HML Syntax) HML ist die kleinste Menge von Formeln, diegem�a� folgender Syntax erzeugt werden:' := tt j � j '1 ^ '2 j '1 _'2 j hai' j [a℄' a 2 AtDie intuitive Bedeutung der Formeln ist folgende: jeder Proze� hat die Eigen-shaft tt, keiner die Eigenshaft �. Ein Proze� hat die Eigenshaft '1 ^'2, wenner sowohl '1 als auh '2 hat; bei '1 _ '2 reiht eine der beiden Eigenshaften. In-teressanter sind die Modalit�aten: ein Proze� p hat die Eigenshaft hai', wenn erdurh die Ausf�uhrung einer a-Aktion p a�! q in einen Proze� q �ubergehen kann,der die Eigenshaft ' hat. [a℄' legt hingegen fest, das p keinen a-�Ubergang ma-hen kann, ohne zu einem Proze� q zu werden, der die Eigenshaft ' hat. Dashei�t insbesondere, da� jeder Proze�, der �uberhaupt keinen a-�Ubergang hat, dieseEigenshaft besitzt. Diese modale Logik wurde urspr�unglih mit einem :-Operatorde�niert. Wir haben uns f�ur diese Version von HML entshieden, bei der zu jedemOperator sein dualer hinzugenommen wurde (insbesondere [a℄ = :hai:), da sief�ur den Sequenzenkalk�ul, den wir in Kapitel 4 vorstellen werden, besser geeignet ist.Nah der informellen Erkl�arung der Bedeutung von HML-Formeln folgt nun derenformale Semantik.De�nition 2.2 (HML Semantik) Die durh eine Formel ' 2 HML beshriebeneProze�menge ist durh die Abbildung [[ ℄℄ : HML �!P wie folgt induktiv de�niert:[[ tt ℄℄ = P [[ � ℄℄ = ;[[ '1 ^ '2 ℄℄ = [[ '1 ℄℄ \ [[ '2 ℄℄ [[ '1 _ '2 ℄℄ = [[ '1 ℄℄ [ [[ '2 ℄℄[[ hai' ℄℄ = hai [[ ' ℄℄ [[ [a℄' ℄℄ = [a℄ [[ ' ℄℄Die in der Literatur als agent transformer bezeihneten Operatoren hai und [a℄sind f�ur Q � P folgenderma�en de�niert:haiQ := fp 2 Pj9p0:p a�!p0 ^ p0 2 Qg[a℄Q := fp 2 Pj8p0:p a�!p0 ) p0 2 Qg



2.2. HENNESSY-MILNER-LOGIK 11Notation 2.3 Wir sagen \p hat die Eigenshaft '" oder \p erf�ullt die Spezi�kation'", in Zeihen p j=', wenn p 2 [[ ' ℄℄. Weiterhin f�uhren wir folgende Abk�urzungenein:[A℄' := [a1℄' ^ : : : : : : ^ [an℄'hAi' := ha1i' _ : : : : : : _ hani' wobei A = fa1; : : : ; ang � At[�A℄' := [At � A℄'[�℄' := [At ℄'Dies ist die Logik, die Hennessy und Milner [HM85℄ f�ur die Charakterisierung derBisimulation benutzt haben. Bezeihne TH(p) die Theorie von p, also die Mengealler HML -Formeln f�ur die p j= ' gilt und 'Bisi die Bisimulations-Relation.Satz 2.4 Wenn p 'Bisi q, dann gilt TH(p) = TH(q).Der Satz besagt, da� HML ad�aquat bez�uglih 'Bisi ist, da man keine Eigen-shaften in HML formulieren kann, die zwei bisimulare Prozesse untersheidet. DieUmkehrung dieses Satzes gilt nur, wenn die Prozesse des betrahteten Transitions-systems nur bildendlih (image �nite) sind; das hei�t, da� die Menge f q j p a�! q gf�ur alle Prozesse p 2 P und alle Aktionen a 2 At endlih ist.Satz 2.5 Wenn TH(p)=TH(q) und alle von p und q aus durh Ausf�uhren vonTransitionen erreihbaren Prozesse bildendlih sind, dann gilt p 'Bisi q.Unter der oben genannten Einshr�ankung ist HML also auh expressiv bez�uglih'Bisi , da man niht-bisimulare Prozesse untersheiden kann. Diese beiden S�atzenennt man die modale Charakterisierung der Bisimulation.Mit dieser Sprahe k�onnen wir jetzt Eigenshaften von Prozessen ausdr�uken undsomit Proze�mengen beshreiben, die gerade die geforderten Eigenshaften haben.Beispiel 2.6 Sei P = fp1;p2; : : : ;p6g ein Proze�system und At = fa; bg dieMenge von Aktionen, die diese Prozesse pi ausf�uhren k�onnen. Das Verhalten dieserProzesse sei durh das Transitionssystem T = (P; f a�!; b�!g) in Abbildung 2.1beshrieben. Um zu verdeutlihen, wie man Eigenshaften der Prozesse formuliert,geben wir zun�ahst stets eine informelle Beshreibung der Eigenshaft an, dann dieentsprehende Formulierung in HML direkt aus der De�nition der Semantik vonHML .1. es gibt einen a- �Ubergang, nah dem ein b- �Ubergang m�oglih ist'1 = haihbitt mit [[ '1 ℄℄ = fp1;p4;p6g;



12 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSION
qp1qp2 qp3
qp4qp5

qp6������+ a
?b ?a ?a

QQQQQQsbQQQQQQk a��-a ��-b
Abbildung 2.1: Transitionssystem f�ur Beispiel 2.6die duale Formel lautet [a℄[b℄� und bezeihnet nat�urlih auh die duale Pro-ze�menge, also alle Prozesse, die, falls sie einen a- �Ubergang mahen k�onnen,danah niht in der Lage sind, einen b- �Ubergang auszuf�uhren.2. nah allen a- �Uberg�angen ist ein b m�oglih'2 = [a℄hbitt mit [[ '2 ℄℄ = fp2;p3;p5;p6g3. nah allen a- �Uberg�angen ist nur ein b m�oglih'3 = [a℄(hbitt ^ [�b℄�) mit [[ '3 ℄℄ = fp2;p3;p5g4. es gibt einen a- �Ubergang, nah dem nur ein b m�oglih ist'4 = hai(hbitt ^ [�b℄�) mit [[ '4 ℄℄ = fp1;p4g;Man kann auh Eigenshaften formulieren, ohne sih direkt auf die Aktionen zubeziehen.5. es ist ein �Ubergang m�oglih'1 = h�itt mit [[ '1 ℄℄ = fp1;p2;p4;p5;p6g6. nah allen �Uberg�angen ist noh ein weiterer m�oglih'2 = [�℄h�itt mit [[ '2 ℄℄ = fp1;p3;p4;p5;p6g



2.2. HENNESSY-MILNER-LOGIK 137. es ist h�ohstens ein �Ubergang m�oglih'3 = [�℄[�℄� mit [[ '3 ℄℄ = fp2;p3gMit solhen HML -Formeln kann man nun niht-bisimulare Prozesse untersheiden:
qp1





�a JJJJJĴaq?b q q?q 6'Bisi

qp2
?a q





�b JJJJJĴq q

dann gilt z.B.: '1 = hai(hbitt ^ [℄�) 2 TH(p1) n TH(p2)'2 = hai(hbitt ^ hitt) 2 TH(p2) n TH(p1)Problematish ist die Formulierung von unendlihem Verhalten.Beispiel 2.7 Sei das folgende Transitionssystem T = (fp1;p2g; f a�!; b�!g)gegeben:
qp1� �? a qp2Æ 6b ��� b



14 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONWie beshreibt man Eigenshaften wie zum Beispiel:1. es kann unendlih oft der �Ubergang \erst a, dann b" hintereinander ausgef�uhrtwerden,2. es k�onnen niemals zwei a- �Uberg�ange hintereinander gemaht werden (=Siherheits-Eigenshaft),3. es ist irgendwann wieder ein a m�oglih (= Lebendigkeits-Eigenshaft).Solhe Eigenshaften kann man niht durh endlih viele HML -Formeln beshrei-ben, da jede einzelne Formel nur einen endlihen Teil des potentiell unendlihen Pro-ze�verhaltens beshreibt. Nur durh unendlihe Mengen von HML -Formeln kannman unendlihes Verhalten beshreiben. Die Eigenshaft 1 w�are beshreibbar durhdie unendlihe Konjunktion:haihbitt ^ haihbihaihbitt ^ : : : = î2!(haihbi)ittEigenshaft 2 wird durh die folgende Konjunktion ausgedr�ukt:[a℄[a℄� ^ [�℄[a℄[a℄� ^ [�℄[�℄[a℄[a℄� ^ : : : = î2![�℄i[a℄[a℄�Die letzte Eigenshaft kann man durh eine Disjunktion beshreiben:haitt _ h�ihaitt _ h�ih�ihaitt _ : : : = _i2!h�iihaittDa jede HML -Formel jeweils nur einen endlihen Teil des Verhaltens eines Pro-zesses beshreibt, kann man also mit dieser Sprahe keine eventualities1 und keineinvariants2 ausdr�uken. Dies sind aber gerade die interessanten Eigenshaften beiunendlihen Prozessen. Insbesondere die Siherheits-Eigenshaften: \es passiert nieetwas Shlehtes", und die Lebendigkeits-Eigenshaften: \irgendwann passiert etwasGutes", ben�otigt man f�ur die Spezi�kation von deadlok und livelok freien realenSystemen. Aus diesem Grund erweitert man HML um Fixpunkte. Deswegen wirdHML um Fixpunkte erweitert. Im n�ahsten Kapitel beshreiben wir das Vorgehenbei dieser Erweiterung, wobei wir uns an die Artikel [Lar88℄ und [SW89℄ halten unduntersuhen die neue Logik bez�uglih ihrer Ausdruksst�arke und Eignung f�ur dieSpezi�kation von verteilten Systemen.1Es passiert etwas an einem unspezi�zierten Zeitpunkt in der Zukunft.2Es gilt etwas w�ahrend des gesamten potentiell unendlihen Verhaltens eines Prozesses.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 152.3 Erweiterung um RekursionWie wir im letzten Abshnitt gesehen haben, l�a�t sih unendlihes Verhalten vonProzessen nur durh unendlihe Mengen von HML -Formeln beshreiben. Die Eigen-shaft, da� ein Proze� p unendlih oft ein gewisses Verhalten zeigt beshreibt mandurh die unendlihe Konjunktion:\p zeigt das Verhalten einmal, zweimal . . . ". Diegrundlegende Idee der Erweiterung von HML besteht in der rekursiven Formulie-rung von Eigenshaften. Statt durh die unendlihe Konjunktion von Eigenshaftenbeshreibt man p dann durh die rekursive Eigenshaft:"p zeigt das gew�unshteVerhalten einmal und verh�alt sih dann wieder wie am Anfang". Daf�ur erweitertman HML so, da� man HML -Formeln rekursiv formulieren kann. Dazu f�ugt manHML im ersten Shritt eine Menge von propositionalen Variablen hinzu.De�nition 2.8 (HMLVar -Syntax) Sei Var eine Menge von propositionalen Varia-blen. Dann ist HMLVar die kleinste Menge von Formeln, die gem�a� folgender Syntaxerzeugt werden:' ::= tt j � j X j '1 ^ '2 j '1 _ '2 j hai' j [a℄' a 2 At ; X 2 VarWenn man nun den Variablen durh eine Variablenbelegung � : Var �! 2P ei-ne Proze�menge �(X) von einem beliebig, aber fest gew�ahlten TransitionssystemT=(P,f a�!, a 2 At g) zuordnet, kann man wie bei HML festlegen, was f�ur Ei-genshaften die Formeln von HMLVar de�nieren, das hei�t, welhe Proze�menge siebezeihnen.De�nition 2.9 (HMLVar -Semantik) Bei gegebener Variablenbelegung � und ge-gebenem Transitionssytem T = (P; f a�!; a 2 At g) ist die durh eine Formel' 2HMLVar beshriebene Proze�menge folgenderma�en induktiv de�niert:[[X ℄℄� = �(X)[[ tt ℄℄� = P [[ � ℄℄� = ;[[ '1 ^ '2 ℄℄� = [[ '1 ℄℄� \ [[ '2 ℄℄� [[ '1 _ '2 ℄℄� = [[ '1 ℄℄� [ [[ '2 ℄℄�[[ [a℄' ℄℄� = [a℄ [[ ' ℄℄� [[ hai' ℄℄� = hai [[ ' ℄℄�Die Operatoren hai ,[a℄ sind wie in De�nition 2.2 de�niert.Notation 2.10 p erf�ullt ' gem�a� �, in Zeihen p j=� ', wenn p2 [[ ' ℄℄�.Durh die Variablenbelegung � wird den propositionalen Variablen eine Bedeu-tung in Form einer Proze�menge gegeben. Wir werden jetzt mit Hilfe sogenanntermodaler Gleihungen X �T '(X) Variablenbelegungen harakterisieren, die den Va-riablen interessante Proze�mengen zuweisen. Dazu beshreiben wir zun�ahst, was



16 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSION
X
[[X ℄℄� [[ F (X) ℄℄�

F (X)
=

-F
?�HHHHHHHHHHjTF(�)?�

Abbildung 2.2: Transformation von � durh Feine modale Gleihung bedeutet und welhe Variablenbelegung solh eine Gleihungl�ost. Wie wir sehen werden, ist diese Art der Charakterisierung niht eindeutig; des-wegen benutzt man Fixpunktformulierungen, um gewisse L�osungen auszuzeihnen.F�ur die rekursive Formulierung von Eigenshaften geben wir den Variablen durheine Formelzuweisung Fnoh eine weitere Bedeutung.De�nition 2.11 (Formelzuweisung) Eine Formelzuweisung F ist eine FunktionF : Var �! HMLVar , die jeder Variablen X 2 Var eine beliebige HMLVar -Formelzuweist.Bei gegebener Variablenbelegung � und Formelzuweisung F steht jede Variablenun f�ur zwei vershiedene Proze�mengen: [[X ℄℄� und [[X ℄℄TF(�) := [[ F (X) ℄℄�.Solh eine Formelzuweisung F kann also als Transformation f�ur Variablenbelegungenverwendet werden. Dabei weist man jeder Variablen X statt der durh � angege-benen Proze�menge �(X) die zu F (X) geh�orige Proze�menge zu. Das hei�t, da�jedes F ein gegebenes � in eine Belegung TF(�):X�! [[ F (X) ℄℄� transformiert (sieheAbbildung 2.2).Wir interessieren uns jetzt f�ur diejenigen Variablenbelegungen �, f�ur die dieseSemantiken �ubereinstimmen: [[X ℄℄� = [[X ℄℄TF(�), X 2 Var . Diese Bedingung,die man an eine Variablenbelegung stellt, werden wir im weiteren durh die modaleGleihung X �T F (X) abk�urzen, wobei T ein beliebiges Transitionssystem ist. In-tuitiv soll die Formel X dieselbe Eigenshaft beshreiben wie die Formel F (X). DieseEigenshaft X hie�e dann intuitiv: die Prozesse, die X erf�ullen, k�onnen das von F (X)verlangte Verhalten zeigen und sih dann wieder wie X verhalten. Dies ist genaudie rekursive Art der Formulierung von Eigenshaften, die wir in der Einleitung alsdas Ziel der Erweiterung angegeben haben.Beispiel 2.12 In Beispiel 2.7 k�onnte man die Eigenshaft 1 anstelle der unendli-hen Konjunktion durh die rekursive Gleihung X �T haihbiX beshreiben. Eine



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 17qp1qp2 qp3 qp4qp5
� �?b����	a ����Ra?a ?a-b� bAbbildung 2.3: Transitionssystem f�ur Beispiel 2.12Variablenbelegung, die auf beiden Seiten der Gleihung zu der identishen Proze�-menge f�uhrt, also die modale Gleihung l�ost, ist zum Beispiel �(X) = fp2g, dahai hbi fp2g = fp2g; aber die Variablenbelegung �(X) = ; ist ebenfalls eine L�osungder Gleihung.Die Mehrdeutigkeit der Charakterisierung von Variablenbelegungen durh moda-le Gleihungen wird an folgendem Beispiel noh deutliher (siehe Abbildung 2.3):M�oglihe L�osungen der Gleihung X �T hbiX sind �1(X) = ;, �2(X) = fp1g,�3(X) = fp3;p5g und �4(X) = fp1;p3;p5g.Wie man am Beispiel erkennt, m�ussen wir pr�azisieren, welhe Variablenbelegung� wir durh die modale Gleihung X �T F (X) kennzeihnen wollen, also wel-he Proze�menge wir X zuweisen wollen. Wir werden nahher sehen, da� ins-besondere zwei L�osungen der modalen Gleihung interessante Prozesse beshrei-ben, n�amlih diejenigen, die X die kleinste, beziehungsweise die gr�o�te Proze�-menge zuweisen, so da� die Gleihung erf�ullt ist. Diese kleinste bzw. gr�o�teL�osung der modalen Gleihung erh�alt man als kleinsten bzw. gr�o�ten Fixpunktder Variablenbelegungs-Transformation F :� �! TF(�). F�ur diese Charakterisie-rung de�nieren wir zun�ahst den Verband der Variablenbelegungen und zeigen, da�die Transformation Fmonoton bez�uglih dieser Belegungen ist. Nah dem Satz vonKnaster-Tarski existieren somit eindeutige kleinste und gr�o�te L�osungen.De�nition 2.13 Seien �1; �2 beliebige Variablenbelegungen und I eine Indexmenge.1: �1 � �2 gdw: �1(X) � �2(X)f�ur alle X 2 Var ;2: Si2I �i ist gegeben durh : (Si2I �i)(X) := Si2I(�i(X));3: Ti2I �i ist gegeben durh : (Ti2I �i)(X) := Ti2I(�i(X)):Zusammen mit dieser neuen Relation � bildet die Menge aller Variablenbelegun-gen einen vollst�andigen Verband.



18 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONDe�nition 2.14 (Pr�a- und Post-Fixpunkt) Eine Variablenbelegung � hei�tPr�a-Fixpunkt einer Formelzuweisung F , wenn f�ur jede Variable X 2 Var gilt:[[ F (X) ℄℄� � [[X ℄℄� .Eine Variablenbelegung � hei�t Post-Fixpunkt von F , wenn gilt:[[X ℄℄� � [[ F (X) ℄℄� .Da wir im weiteren besonders an Variablenbelegungen interessiert sind, die so-wohl Pr�a- als auh Post-Fixpunkte von F sind, f�uhren wir hierf�ur auh noh eineeigene Bezeihnung ein.De�nition 2.15 (F -Fixpunkt) Eine Variablenbelegung � hei�t F -Fixpunkt, wennsie sowohl Pr�a-Fixpunkt als auh Post-Fixpunkt von F ist.Als n�ahstes stellen wir den Zusammenhang zwishen den beiden Bedeutungeneiner Variablen her und erkl�aren, wie man die gesuhten kleinsten und gr�o�tenL�osungen von modalen Gleihungen aus der zugrundeliegenden Formelzuweisungentwikeln kann.Wenn man eine Formelzuweisung F als Variablenbelegungs-Transformation be-trahtet, ist eine Variablenbelegung � genau dann ein Pr�a- (bzw. Post-) Fixpunktvon F , wenn TF(�) � � (bzw. � � TF(�) ), und � ist genau dann F -Fixpunkt,wenn � ein Fixpunkt von F :� �! TF(�) ist. Das bedeutet, da� die Fixpunkte vonF gerade die L�osungen der modalen Gleihung X �T F (X) sind.Wenn die Transformation TF monoton bez�uglih � ist, existieren nah dem Fix-punktsatz von Knaster-Tarski eindeutige kleinste und gr�o�te Fixpunkte von TF.Satz 2.16 (Knaster-Tarski) Sei V die Tr�agermenge eines vollst�andigen Verbandsmit der Ordnungsrelation � und f : V �! V eine monotone Funktion auf V. Dannhat f:1. einen kleinsten Fixpunkt, gegeben durh INFfX � V j f(X) � Xg,2. einen gr�o�ten Fixpunkt, gegeben durh SUPfX � V j X � f(X)g.Um diesen Satz auf TF anwenden zu k�onnen, mu� TF monoton bez�uglih Varia-blenbelegungen sein; also wenn �1 � �2 gilt, so mu� f�ur alle X 2 Var gelten:TF(�1)(X) = [[ F (X) ℄℄�1 � [[ F (X) ℄℄�2 = TF(X)(�2)Das bedeutet, die Monotonie und die Stetigkeit von TF ist identish mit der Monoto-nie und der Stetigkeit von HMLVar -Formeln bez�uglih Variablenbelegungen. Daf�urm�ussen wir zeigen, da� jede Formel ' 2 HMLVar monoton bez�uglih � ist.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 19Lemma 2.17 (Monotonie von HMLVar ) Sei ' 2 HMLVar gegeben.Wenn �1 � �2; dann gilt [[ ' ℄℄�1 � [[ ' ℄℄�2:Der Beweis ergibt sih per Induktion �uber den Formelaufbau direkt aus derSemantik-De�nition von HMLVar . Verwendet man HML mit :-Operator, gilt dieMonotonie nur f�ur solhe Formeln, bei der die freien Variablen im Geltungsbereiheiner geraden Anzahl von Negationen auftauhen. Wenn das betrahtete Transi-tionssystem bildendlih ist, ist jedes ' sogar stetig und antistetig und somit auhTF, was wir im n�ahsten Lemma festhalten.Lemma 2.18 (Stetigkeit und Antistetigkeit von HMLVar ) Gegeben sei dieFormel ' 2 HMLVar und ein bildendlihes Transitionssystem. Dann gilt:Stetigkeit: Wenn �1 � �2 � �3 : : : ; dann gilt [[ ' ℄℄( Si2! �i) = Si2!([[ ' ℄℄�i):Antistetigkeit: Wenn �1 � �2 � �3 : : : ; dann gilt [[ ' ℄℄( Ti2! �i) = Ti2!([[ ' ℄℄�i):Korollar 2.19 TF ist f�ur beliebige Formelbelegungen Fmonoton bez�uglih Varia-blenbelegungen und sogar stetig, wenn das zugrundeliegende Transitionssystem bild-endlih ist.Mit der gezeigten Monotonie von TF k�onnen wir nun den Fixpunktsatz vonKnaster-Tarski anwenden.Korollar 2.20 Sei eine beliebige Formelbelegung F gegeben. Dann existieren f�urdie modale Gleihung X �T F (X) eine eindeutige kleinste und eindeutige gr�o�teL�osung.Wegen der herausragenden Bedeutung der beiden speziellen L�osungen bekommendiese eine eigene Bezeihnung.Notation 2.21� �� := Tf�j TF(�) � �g ist die kleinste L�osung,� �� := Sf�j � � TF(�)g ist die gr�o�te L�osungEine sehr n�utzlihe alternative Charakterisierung, mit der man diese beidenL�osungen tats�ahlih berehnen kann, ist die Kleene'she Approximation von Fix-punkten.



20 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONSatz 2.22 (Kleene-Approximation f�ur TF) Wenn TF stetig und antistetig ist,so ist � das In�mum der folgenden Approximationskette aus Pr�a�xpunkten von F :�p � TF(�p) � TF2(�p) � TF3(�p) : : : ;und � ist das Supremum der folgenden Post�xpunkte:�; � TF(�;) � TF2(�;) � TF3(�;) : : : :Dabei ist �p(X) = P und �;(X) = ; f�ur alle X2Var .Notation 2.23 Die Proze�menge, die einer beliebigen Variablen X gem�a� dergr�o�ten L�osung � bzw. der kleinsten L�osung � der modalen Gleihung X �T F (X)zugewiesen wird, bezeihnen wir im weiteren durh die folgenden Formeln:[[ �X:F (X) ℄℄ = ��(X) bzw. [[ �X:F (X) ℄℄ = ��(X):Mit der oben genannten Notation erhalten wir die endg�ultige Syntax unsererSpezi�kations-Logik �HML.De�nition 2.24 (�HML-Syntax) �HML ist die kleinste Menge von Formeln, diesih gem�a� folgender Syntax bilden lassen:' := X j '1 ^ '2 j '1 _'2 j hai' j [a℄' j �X:' j �X:' a 2 At ; X 2 VarAuf die propositionalen Konstanten tt und � k�onnen wir jetzt verzihten, weiltt der neuen Formel �X:X entspriht und � durh die Formel �X:X beshriebenwerden kann3. Jetzt k�onnen wir die vollst�andige formale Semantik von HML mitRekursion angeben.De�nition 2.25 (�HML-Semantik) Bei gegebener Variablenbelegeng � und ge-gebenem Transitionssystem T = (P; f a�!; a 2 At g) ist die durh eine Formel ' 2�HML beshriebene Proze�menge wie folgt induktiv de�niert :[[X ℄℄� = �(X)[[ '1 ^ '2 ℄℄� = [[ '1 ℄℄� \ [[ '2 ℄℄� [[ '1 _ '2 ℄℄� = [[ '1 ℄℄� [ [[ '2 ℄℄�[[ [a℄' ℄℄� = [a℄ [[ ' ℄℄� [[ hai' ℄℄� = hai [[ ' ℄℄�[[ �X:' ℄℄� = ��(X) [[ �X:' ℄℄� = ��(X)Dabei sind die Variablenbelegungen �� und �� wie in Notation 2.21 de�niert:�� = Tf� � �P jT' (�) � �g�� = Sf� � �P j� � T' (�)g3die gr�o�te Proze�menge, die man X zuweisen kann, um die Gleihung X �T X zu erf�ullen, istdie gesamte Proze�menge, w�ahrend die kleinste die leere Menge ist.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 21Wir werden uns f�ur die Beshreibung von temporalen Eigenshaften von Pro-zessen auf geshlossene Formeln beshr�anken, in denen also jede Variable X 2 Vardurh einen Variablenbinder �X: oder �X: gebunden ist. Somit k�onnen wir im wei-teren auf Variablenbelegungen verzihten, da f�ur geshlossene Formeln [[ : ℄℄=[[ : ℄℄�gilt. Neben der semantishen Approximation von Fixpunkten durh die Kleene'sheApproximation gibt es auh eine syntaktishe Approximation dieser Fixpunkte. Diessind unendlihe HML -Formelmengen, die die gleihe Proze�menge beshreiben, wiedie approximierte Fixpunktformel. Im folgenden nehmen wir an, da� das betrah-tete Transitionssystem h�ohstens abz�ahlbar viele Zust�ande hat 4. Der Ausdruk'[X :=  ℄ steht f�ur die Formel '0, in der jedes freie Vorkommen von X in ' durhdie Formel  ersetzt wurde.Satz 2.26 (syntaktishe Approximation) Sei �0X:' := tt und �i+1X:' :='[X := �iX:'℄, wof�ur wir abk�urzend 'i+1(tt) shreiben; und sei �0X:' := � sowie�i+1X:' := '[X := �iX:'℄, wof�ur wir 'i+1(�) shreiben. Ist ' stetig und antistetig,so gelten die beiden folgenden �Aquivalenzen f�ur beliebige Prozesse p:1. p j= �X:' () p j= Vi2! �iX:'2. p j= �X:' () p j= Wi2! �iX:'Mit den Fixpunktformeln haben wir also eine sehr kompakte Shreibweise f�ur sol-he unendlihen HML -Formelmengen gefunden. Au�erdem erm�ogliht diese �Aqui-valenz, die Bedeutung von Fixpunktformeln viel intuitiver als bisher zu erkl�aren. Sobeshreibt �X.' diejenigen Prozesse, die f�ur alle i 2 ! die Formel 'i(tt) erf�ullen,also unendlih oft das von ' verlangte Verhalten zeigen k�onnen. Entsprehend derCharakterisierung von Siherheitseigenshaften ("Es passiert nie etwas Shlehtes")kann man die gr�o�ten Fixpunke zur Spezi�kation von Siherheits-Eigenshaften ver-wenden. Die Formel �X:' hingegen beshreibt Prozesse, die eine der Formeln 'i(�)erf�ullen, was aber bedeutet, da� diese Prozesse nur endlih oft das Verhalten ' zei-gen, da kein Proze� � erf�ullen kann. Diese Fixpunktart kann man demnah f�ur dieSpezi�kation von Lebendigkeits-Eigenshaften benutzen, wenn man Lebendigkeitallgemein au�a�t als \irgendwann passiert etwas Gutes".4Die gew�ohnlihe Fixpunktinduktion verallgemeinert sih im �uberabz�ahlbaren Falle zu trans�-niter Induktion



22 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONDen Zusammenhang der beiden Approximationen f�ur eine Formel �X:' stelltdie nahfolgende Tabelle dar.syntaktishe Approximation semantishe Approximation�0X:' : '0(tt) = tt [[X ℄℄T0' (�P) = [[X ℄℄�P�1X:' : '1(tt) = '[X := '0(tt)℄ = '[X := tt℄ [[X ℄℄T1' (�P) = [[ ' ℄℄�P�2X:' : '2(tt) = '[X := '1(tt)℄ = [[X ℄℄T2' (�P) = [[ ' ℄℄T1' (�P) == '[X := '[X := tt℄℄ = [[ '[X := '℄ ℄℄�P... ...Wie man sieht, gilt stets:� [[ �iX ℄℄�P = [[X ℄℄Ti' (�P)� [[ �X:' ℄℄ = [[X ℄℄( Ti2!Ti' (�P)) = Ti2! [[X ℄℄Ti' (�P) = Ti2! [[ �iX:' ℄℄ =[[ Vi2! �iX:' ℄℄� [[ �iX ℄℄�; = [[X ℄℄Ti' (�;)� [[ �X:' ℄℄ = [[X ℄℄( Si2!Ti' (�;)) = Si2!([[X ℄℄Ti' (�;)) = Si2! [[ �iX:' ℄℄ =[[ Wi2! �iX:' ℄℄Die beiden unteren Aussagen erh�alt man aus der entsprehenden Gegen�uberstel-lung der beiden Approximationen f�ur die Formel �X:':syntaktishe Approximation semantishe Approximation�0X:' : '0(�) = � [[X ℄℄T0' (�;) = [[X ℄℄�;�1X:' : '1(�) = '[X := '0(�)℄ = '[X := �℄ [[X ℄℄T1' (�;) = [[ ' ℄℄�;�2X:' : '2(�) = '[X := '1(�)℄ = [[X ℄℄T2' (�;) = [[ ' ℄℄T1' (�;) == '[X := '[X := �℄℄ = [[ '[X := '℄ ℄℄�;... ...Durh die syntaktishe Approximation erh�alt man sehr intuitive Beshreibungen vonProze�mengen, die durh Fixpunktformeln beshrieben werden.Beispiel 2.27 (Approximationen) Sei ein beliebiges Transsitionssystem gegeben.Welhe Proze�menge beshreibt die Formel �X:haiX? Die syntaktishe Approxima-



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 23tion liefert: �0X:haiX = ttbeshreibt alle Prozesse,�1X:haiX = haittalle Prozesse, die ein a ausf�uhren k�onnen,�2X:haiX = haihaittalle Prozesse, die zwei a's ausf�uhren k�onnen....Die Konjunktion dieser Approximationen, und somit auh die Fixpunktformel, be-shreibt also alle Prozesse, die einen unendlihen a-Pfad haben. Die Approximationder Formel �X:[a℄X hingegen liefert folgendes:�0X:[a℄X = �beshreibt die leere Proze�menge,�1X:[a℄X = [a℄�alle Prozesse, die kein a ausf�uhren k�onnen,�2X:[a℄X = [a℄[a℄�alle Prozesse, die h�ohstens ein a ausf�uhren k�onnen,...Die Disjunktion dieser Formeln und somit �X:[a℄X beshreibt alle Prozesse, dienur endlih oft hintereinander a ausf�uhren k�onnen. Von besonderem Interesse istdie Bedeutung der Formel �X:' ^ [�℄X�0X:' ^ [�℄X = ttbeshreibt wieder alle Prozesse,�1X:' ^ [�℄X = ' ^ [�℄ttalle Prozesse, die die Eigenshaft ' haben,�2X:' ^ [�℄X = ' ^ [�℄(' ^ [�℄tt)alle Prozesse, die jetzt ' erf�ullen und nah demAusf�uhren einer beliebigen Aktion ebenfalls wieder,...Diese Fixpunktformel beshreibt somit alle Prozesse, f�ur die ' stets gilt, das hei�t,auf allen Pfaden und zu jedem Zeitpunkt.Diese letzte Formel entspriht in ihrer Bedeutung dem Standard-Branhing-Time-Operator 8G'. Ebenso kann man �HML-Makros angeben, die die restlihenStandard-Operatoren gema� Pnueli [Pnu85℄ de�nieren.



24 KAPITEL 2. HENNESSY-MILNER-LOGIK MIT REKURSIONBeobahtung 2.281. 9F' := �X:' _ h�iX;es gibt einen Pfad, auf dem irgendwann mal ' gilt.2. 9G' := �X:' ^ ([�℄� _ h�iX);es gibt einen Pfad, auf dem stets ' gilt.3. 8F' := �X:' _ (h�itt ^ [�℄X);auf allen Pfaden gilt irgendwann mal '.4. 'Ust := �X: _ (' ^ h�itt ^ [�℄X);' gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal  , gilt und  gilt irgend-wann in der Zukunft.5. 'Uwe := �X: _ (' ^ [�℄X);' gilt auf allen Pfaden solange, bis irgendwann mal  gilt, oder ' gilt immer.Wie wir an den Beispielen gesehen haben, kann man mit der erweiterten Logikauh Aussagen �uber unendlihes Verhalten mahen. Doh wie sieht es mit dergenerellen Eignung von �HML f�ur die Spezi�kation von verteilten Systemen aus?In Kapitel 1 haben wir Kriterien f�ur die Beurteilung der Eignung einer Logik alsSpezi�kationssprahe angef�uhrt:1. Ausdruksst�arke2. Vertr�aglihkeit mit der verwendeten Verhaltens�aquivalenz3. Veri�zierbarkeit von Verfeinerungsshritten.Auf diese drei Kriterien gehen wir jetzt n�aher ein.Die Erweiterung der modalen Logik HML um die beiden Fixpunktoperatorenliefert eine sehr ausdruksstarke temporale Logik. Es sind niht nur alle Standard-Operatoren der (pure branhing time 5) temporalen Logik de�nierbar, sondernauh z.B. shwahe und starke Until-Operatoren [Lar88℄(siehe Beobahtung 2.28).Wie man sieht, kann man aus den wenigen Grundbausteinen, die �HML benutzt,m�ahtige Makros de�nieren, die dann insbesondere auh die Lesbarkeit von �HML-Spezi�kationen verbessern.Da bei der Erweiterung von HML zu �HML eigentlih nur syntaktisheAbk�urzungen f�ur unendlihe HML -Formelmengen eingef�uhrt wurden, hat sih die5das bedeutet, da� es nur Zustandsformeln und keine Pfadformeln wie in der \full branhingtime" temporalen Logik gibt. Die verwendeten Operatoren quanti�zieren also stets �uber alle Pfade,die durh einen Zustand einer Kripke-Struktur f�uhren.



2.3. ERWEITERUNG UM REKURSION 25logishe �Aquivalenz, die �HML auf Prozessen induziert, niht ver�andert. Das be-deutet, da� auh die erweiterte HML -Version mit der Bisimulations�aquivalenz ver-tr�aglih ist, diesmal sogar ohne die Einshr�ankung der Bildendlihkeit. Im folgen-den Satz bezeihnet TH(p) � �HML wiederum die Theorie von p und 'Bisi dieBisimulations-Relation.Satz 2.29 (�HML und Bisimulation [SW90℄)Es gilt p 'Bisi q gdw. TH(p) = TH(q).Als letztes Kriterium bleibt die Veri�zierbarkeit von Verfeinerungsshritten. Wiein der Einleitung der Studienarbeit erw�ahnt, bedeutet das bei unserem Vorgehen:wie veri�ziert man, da� ein gegebener Proze� eine spezi�zierte Eigenshaft hat, undwie zeigt man, da� eine verfeinerte Spezi�kation korrekt in Bezug auf die Ausgangs-spezi�kation ist? Der erste Fall ist unter anderem von Stirling, Larsen, Winskel undCleaveland untersuht worden. In den Artikeln [SW89℄ [Lar88℄ [Win89℄ [Cle90℄ wer-den korrekte, vollst�andige und implementierbare Beweissysteme vorgestellt. Diesetableaubasierten Systeme werden als Model-Cheker bezeihnet und benutzen alledieselbe Beweistehnik : Fixpunktinduktion.An vergleihbaren Untersuhungen f�ur die zweite Fragestellung, wann eine�HML-Spezi�kation eine andere korrekt verfeinert, ist uns nur ein Hilbert-Systemvon Kozen f�ur einen Teil des minimalen modalen �-Kalk�uls [Koz83℄ bekannt. Dadiese Systeme sehr unkomfortabel sind und kaum eÆzient implementierbar, habenwir mit der vorliegenden Arbeit versuht, diese L�uke zu shlie�en. Daf�ur haben wirein tableaubasiertes Beweissystem f�ur die semantishe Implikation zwishen �HML-Formeln konstruiert, welhes ebenfalls Fixpunktinduktion benutzt. Um die zugrun-deliegende Idee und die Arbeitsweise unseres Systems zu verdeutlihen, stellen wirim n�ahsten Kapitel die oben angesprohenen Systeme am Beispiel eines Model-Chekers von Stirling vor.
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Kapitel 3Model-Cheking
3.1 EinleitungIn diesem Kapitel wird nun das Problem des Model-Chekings behandelt, also dieFrage, wann ein Zustand eines Transitionssystems p eine bestimmte Eigenshaft,ausgedr�ukt durh eine �HML-Formel, besitzt. L�osungen dieses Problems sind seitein paar Jahren bekannt. Die erste Arbeit in diesem Zusammenhang stammt vonLarsen [Lar88℄. Sein System behandelt jedoh eine stark eingeshr�ankte Klassevon Formeln aus �HML, in denen entweder nur kleinste oder nur gr�o�te Fixpunktevorkommen d�urfen.Ein System f�ur beliebig geshahtelte Fixpunkte, welhe gerade die Aus-druksst�arke von �HML ausmahen, stammt von Stirling und Walker [SW89℄. Ande-re Model-Cheker, die in �ahnliher Weise arbeiten �nden sih bei Cleaveland [Cle90℄und Winskel [Win89℄. In der Version von Cleaveland wurde ein derartiges Systemim Rahmen der Conurreny Workbenh [CPS89℄ implementiert.Allen diesen Tableaumethoden ist gemeinsam, da� sie zielgerihtete Beweiseerm�oglihen und da� sie als als wihtiges Beweisprinzip zum Nahweis von Fix-punkteigenshaften Fixpunktinduktion benutzen. Einen konkreten Model-Chekerwerden wir in diesem Kapitel vorstellen. Bis auf geringf�ugige Untershiede in derDarstellung halten wir uns an [SW89℄. Die drei Bestandteile dieses Model-Chekers,n�amlih Regeln, Abbruhkriterien und Erfolgsbedingungen stellen wir im n�ahstenAbshnitt dar. Besondere Sorgfalt erfordert die Behandlung der Fixpunkte. Aufdie damit verbundenen Probleme gehen wir in einem eigenen Unterabshnitt ein.Anhand eines Beispiels soll in Abshnitt 3.3 die Arbeitsweise des Model-Chekersverdeutliht werden. 27



28 KAPITEL 3. MODEL-CHECKING3.2 Der Model-ChekerIn diesem Abshnitt stellen wir einen konkreten Model-Cheker vor. Bis auf ge-ringf�ugige Untershiede halten wir uns in der Darstellung an [SW89℄. Bei demModel-Cheker handelt es sih um ein zielgerihtetes Beweissystem, welhes mitFixpunktinduktion arbeitet. Die drei Komponenten des Systems werden nun derReihe nah vorgestellt.Die RegelnDie Regeln bestehen aus einem Ziel sowie aus einem oder mehreren Unterzielen.Mit ihnen lassen sih, entsprehen der zielgerihteten Vorgehensweise, aus einemZiel ein oder mehrere Unterziele generieren. Wenn man dann die Unterziele zeigenkann, so ist damit auh das urspr�unglihe Ziel gezeigt. Durh die Generierung vonimmer weiteren Unterzielen l�a�t sih auf diese Weise ein sogenanntes Tableau oderein Ableitungsbaum f�ur eine zu zeigende Eigenshaft eines endlihen Prozesses perzeugen. Die Regeln sind in Abbildung 3.1 zusammengefa�t.( ^ ) p `D '1 ^ '2p `D '1 ; p `D '2( _ 1) p `D '1 _ '2p `D '1( _ 2) p `D '1 _ '2p `D '2([a℄) p `D [a℄'p1 `D ' : : : pn `D ' a 2 At ; fp1; : : : ;png = fp0jp a�!p0g(hai) p `D hai'p0 `D ' a 2 At ;p0 2 fqjp a�!qg(�) p `D �X:'p0 `D0 U D0 = D � (U = �X:'), U neue Konstante(�) p `D �X:'p0 `D0 U D0 = D � (U = �X:'), U neue Konstante(Konst) p `D Up0 `D0 '[X := U ℄ (U = �X:') 2 D oder (U = �X:') 2 DAbbildung 3.1: Regeln des Model-ChekersDie Regeln f�ur die Konjunktion und die Disjunkion funktionieren wie erwartet:Soll man von einem Proze� die Konjunktion zweier Eigenshaften zeigen, so mu�



3.2. DER MODEL-CHECKER 29man zeigen, da� er sowohl die eine als auh die andere Eigenshaft besitzt. Diessind die Unterziele in Regel ( ^ ). Ist die zu beweisende Eigenshaft eine Disjunktionzweier Formeln, so gen�ugt es zu zeigen, da� der Proze� die eine der beiden Formelnerf�ullt (Regeln ( _ 1) und ( _ 2)).Die Unterziele bei den beiden Modaloperatoren [a℄ und hai beziehen sih niht aufden urspr�unglihen Zustand p, sondern auf Zust�ande, die von p aus �uber passendeTransitionen erreihbar sind. Entsprehend der Semantik der Modaloperatorn mu�man bei [a℄' die Eigenshaft ' von allen von p �uber eine a-Transition erreihbarenZust�anden zeigen, w�ahrend bei hai' ein solher Zustand gen�ugt.Etwas komplizierter sind die restlihen drei Regeln, die sih mit der Behandlungder Fixpunkte befassen. Um eine eindeutige Kennzeihnung von Fixpunktformelnzu erreihen, benutzt man Konstanten. (Im weiteren stehen Gro�buhstaben U, V,W, U1, U2 . . . immer f�ur Konstanten). Regeln (�) und (�) dienen der Konstan-teneinf�uhrung. Tri�t man auf eine Formel mit einem Fixpunkt als �au�erstem Kon-strukt, so f�uhrt man eine neue Konstante als Abk�urzung f�ur die Formel ein. D undD0 sind dabei sogenannte Deklarationslisten in denen festgehalten wird, welhe Kon-stanten im Laufe der bisherigen Ableitung f�ur welhe Fixpunktformeln eingef�uhrtwurden. In Regel (�) ist D0 = D � (U = �X:') dann die Deklarationsliste, die aus Ddurh Hinzuf�ugen der Deklaration der Konstanten U als �X:' entsteht. Man beah-te , da� die Deklarationslisten niemals verk�urzt werden. Zu Beginn der Ableitungsind noh keine Konstanten deklariert, soda� die Wurzel mit dem zu zeigenden Zielp j=' bez�uglih der leeren Deklarationsliste � beshriftet ist, also mit p `� '.In Regel (Konst) wird eine Konstante, die ja f�ur eine Fixpunktformel steht,gem�a� ihrer Deklaration in D durh die Expansion der entsprehenden Fixpunkt-formel ersetzt, was einer einmaligen Abwiklung des Fixpunktes entspriht.Damit hat man s�amtlihe Regeln, mit denen neue Unterziele erzeugt werdenk�onnen, beisammen.Die Abbr�uheZus�atzlih zu den Regeln mu� man jetzt noh angeben, wann die Anwendung die-ser Regeln zum Abbruh kommt, das hei�t, wann die Generierung von Unterzielenendet. Beim Abbruh untersheidet man drei F�alle, die in Abbildung 3.2 zusam-mengestellt sind.In den F�allen 1 und 2 bleibt nihts anderes �ubrig, als abzubrehen, da keineRegel mehr anwendbar ist. Fall 3 ist interessanter. Dadurh, da� weiter oberhalb diegleihe Situation bereits einmal aufgetreten ist, unter Umst�anden mit einer k�urzerenDeklarationsliste, kann man an dieser Stelle mit der Ableitung aufh�oren.Ein Ableitungsbaum, bei der an jedem Blatt abgebrohen wurde, die man alsoniht mehr fortsetzen kann, nennen wir maximal.



30 KAPITEL 3. MODEL-CHECKING1. p `D [a℄' und es gibt kein p0 mit p a�!p02. p `D hai' und es gibt kein p0 mit p a�!p03. p `D U und es gibt einen Knoten oberhalb im Ableitungsbaum,der mit p `D0 U beshriftet ist.Abbildung 3.2: Abbruhbedingungen des Model-ChekersDer ErfolgHat man nun eine maximale Ableitung, so mu� man noh entsheiden, ob man dieseals erfolgreih, das hei�t als tats�ahlihen Beweis f�ur das urspr�unglihe Ziel, ansehenwill. Die Kriterien f�ur den Erfolg eines Blattes stehen in Abbildung 3.3.Ein Blatt eines vollst�andigen Ableitungsbaumes hei�t erfolgreih, wenn einerder folgenden F�alle auftritt:1. Das Blatt ist von der Form p `D [a℄'.2. Das Blatt ist von der Form p `D U , wobei (U = �X:') 2 D.Abbildung 3.3: Erfolgsbedingungen f�ur Bl�atterDe�nition 3.1 (erfolgreihes Tableau) Ein Tableau hei�t erfolgreih, wenn alleseine Bl�atter erfolgreih sind.In Fall 1 gibt es nah Abbildung 3.2 kein p0 mit p a�!p0. Damit gilt p j=D [a℄'und das Blatt ist gem�a� der Semantik von [a℄' erfolgreih.Im zweiten Fall liegt eine erfolgreihe Fixpunktinduktion vor. Oberhalb desBlattes gibt es nah Abbruhbedingung 3 aus Abbildung 3.2 einen Knoten, der mitp `D0 U beshriftet ist. Der eindeutige Nahfolgerknoten davon ist p `D0 '[X := U ℄.Also gibt es in dem Tableau einen Ast von p `D0 '[X := U ℄ zu p `D U . Von un-ten nah oben gelesen bedeutet dies, da� man einen Beweis daf�ur hat, da� ausp j=D U p j=D0 '[X := U ℄ folgt, wenn man im Augenblik davon absieht, da� sih dieAbleitung auh verzweigen kann. Die Verallgemeinerung auf den verzweigten Fallstellt keine wesentlihe Komplizierung dar. Stellt man sih U niht als Abk�urzungf�ur die Fixpunktformel �X:' sondern f�ur deren n-te Approximation vor, so hatman ebenfalls eine Beweis daf�ur, da� aus der Annahme, da� p diese n-te Approxi-mation erf�ullt (p `D U), folgt, da� p ebenfalls die (n+1)-te Approximation erf�ullt(p `D0 '[X := U ℄). Da p trivialerweise �0X:' = tt erf�ullt, so folgt daraus, da�



3.2. DER MODEL-CHECKER 318n 2 !:p j= �nX:'. Da ' aufgrund der Endlihkeit von p stetig ist, so ist diesgleihbedeutend mit p j= �X:'.Durh Regeln, Abbruhbedingungen und die De�nition des Erfolges ist derModel-Cheker vollst�andig beshrieben. Als Notation f�ur die beweistheoretisheImplikation f�uhren wir das �ublihe ` ein, das hei�t, p ` ' wenn es ein erfolgreihesTableau mit Wurzel p `� ' gibt.Theorem 3.2 (Korrektheit und Vollst�andigkeit)p j=' genau dann wenn p ` ':In [SW89℄ �ndet sih der Beweis f�ur dieses Theorem.Die Behandlung der FixpunkteNahdem wir nun den Model-Cheker vorgestellt haben, wollen wir uns noh etwasausf�uhrliher mit der Behandlung der Fixpunkte besh�aftigen, insbesondere mit derFrage, welhem Zwek die Konstanten dienen. Die Regeln aus Abbildung 3.1 shrei-ben vor, da� man f�ur eine Fixpunktformel eine Konstante einf�uhrt (Regeln (�) und(�)) �uber die dann die Expansion des Fixpunktes erfolgt (Regel (Konst)).Die naheliegende Behandlung von Fixpunktformeln w�are, da� man als Unterzieleiner zu zeigenden Fixpunkteigenshaft, zum Beispiel p ` �X:', zu beweisen ver-suht, da� p dann die Abwiklung der Fixpunktformel erf�ullt. Anstelle von Regel (�)aus Abbildung 3.1 h�atte man dann folgende einfahere Regel, die ohne Konstantenauskommt: p ` �X:'p ` '[X := �X:'℄Im wesentlihen werden Fixpunkte ja auh auf diese Art behandelt, n�amlih abge-wikelt. W�urde man aber tats�ahlih auf diese einfahe Weise verfahren, wie obenangedeutet, so w�urde das System inkorrekt und unvollst�andig [SW89℄. Dieser Man-gel tritt erst auf, wenn die Fixpunkte in der Formel mindestens bis zur Tiefe zweigeshahtelt auftreten. Liegt zum Beispiel folgende Situation vor: das zu zeigendeZiel sei p `  wobei  = �X:�Y:'(X; Y ). Als n�ahste zwei Unterziele bek�ame manzun�ahst p ` �Y:'( ; Y ) und danah p ` '( ; �Y:'( ; Y )). Es kann nun passieren,da� im im weiteren Verlauf der Ableitung q `  als Ziel auftritt. Somit hat man die-selbe Eigenshaft wie oben erneut zu zeigen, nur diesmal niht f�ur p sondern f�ur q.Das Problem nun ist, da� dann im folgenden die Situation p ` �Y:'( ; Y ) wieder-um auftreten kann und man an dieser Stelle abbriht, da man den Induktionsshrittder Fixpunktinduktion f�ur p gezeigt zu haben sheint. Dabei ist shiefgelaufen,da� man einen Zwishenshritt im Beweis f�ur q `  f�ur das zweite Auftreten vonp ` �Y:'( ; Y ) gehalten hat, da zwishenzeitlih ein neuer Beweis (f�ur die gleiheEigenshaft  zwar aber f�ur einen anderen Zustand) begonnen hat. Dies ist zuvermeiden.



32 KAPITEL 3. MODEL-CHECKINGEs gibt untershiedlihe Wege, dieses Problem zu l�osen. Eine M�oglihkeit w�are,explizit eine Liste von \Hypothesen" einzuf�uhren, in der festgehalten wird, welheFixpunktformeln zusammen mit welhen Zust�anden aktuell f�ur die Fixpunktinduk-tion herangezogen werden d�urfen. In dem obigen Beispiel w�urde die bedeuten,da� man beim Shritt von q `  nah q ` �Y:'( ; Y ) sih gewisserma�en diesesq ` �Y:'( ; Y ) als neue Hypothese merkt und, was das Entsheidende ist, aus derMenge der Hypothesen p ` �Y:'( ; Y ) entfernt. Genauer gesagt wird eine Formel immer dann aus der Liste der Hypothese gestrihen, wenn sie als ehte Unterfor-mel in einer neu aufgenommenen Hypothese, in diesem Fall �Y:'( ; Y ) enthaltenist. Der Model-Cheker von Cleaveland [Cle90℄ funktioniert auf diese Weise undbildet in dieser Form auh die Grundlage des Model-Chekers in der ConurrenyWorkbenh.Eine andere M�oglihkeit besteht darin, Konstanten als Abk�urzungen f�ur Fix-punktformeln einzuf�uhren und zwar bei jedem Auftreten einer solhen Formel eineneue. Dies verhindert, da� die angedeuteten Verwehselungen auftreten. Der Model-Cheker basierend auf dieser Idee stammt von Stirling und Walker [SW89℄ und inanaloger Form haben wir ihn hier auh vorgestellt. Das Beweissystem, welhes wirin Kapitel 4 vorstellen werden, benutzt Konstanten als Abk�urzungen f�ur Fixpunk-formeln in gleiher Weise.3.3 BeispieleZum Abshlu� des Kapitels wollen wir anhand eines Beispiels die Arbeitsweise desModel-Chekers dargestellen. Es soll eine Eigenshaft eines einfahen Transitions-systems nahgewiesen werden. Der Proze�, dargestellt durh das Transitionssystemaus Abbildung 3.4 mit Anfangszustand p, soll das Verhalten eines Ka�ee- und Tee-automaten modellieren. Von diesem Automaten soll folgende Eigenshaft nahge-wiesen werden:\In allen m�oglihen Abl�aufen bietet der Automat unendlih oft Tee an".Zun�ahst mu� diese Eigenshaft in �HML ausgedr�ukt werden. \Der Automat bietetTee an" hei�t, es gibt einen mit \Tee" beshrifteten �Ubergang wof�ur in �HML dieFormel hTeeitt steht. Etwas komplizierter wird shon die Eigenshaft, da� aufallen Pfaden diese Eigenshaft unendlih oft auftritt. Intuitiv hei�t \unendlih oft"dasselbe wie \immer wieder '" oder, anders ausgedr�ukt \es ist immer der Fall, da�irgendwann ' zutri�t", wobei ' f�ur hTeeitt steht.Zun�ahst wenden wir uns dem \f�ur alle Pfade gilt immer '1" zu. Das bedeutet,jetzt gilt '1 und nah allen �Uberg�angen gilt '1 wiederum und nah allen weiteren�Uberg�angen erneut usw. Als rekursive Formel hei�t dies:�X:'1 ^ [�℄XNun zu \Auf allen Pfaden gilt irgendwann '2" oder etwas n�aher an der rekursiven
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Abbildung 3.4: Ka�ee - und Teeautomat�HML-Formel: \Es gilt '2 jetzt oder nah allen �Uberg�angen gilt '2 irgendwann".Das legt folgende Formulierung nahe:�X:'2 _ [�℄X:Dies ist jedoh niht ganz das Gew�unshte. Zum Beispiel erf�ullt ein Transitions-system mit nur einem Zustand und ohne �Uberg�ange diese Formel, auh wenn dereinzige Zustand die Eigenshaft '2 niht besitzt. Der Grund liegt darin, da� einZustand die Formel [�℄ insbesondere auh dann erf�ullt, wenn er keine �Uberg�angebesitzt. Was also tats�ahlih formuliert wurde, ist \Auf allen Pfaden gilt irgenwann,da� '2 zutri�t oder da� keine Fortsetzung mehr m�oglih ist". Dies l�a�t sih leihtdadurh beheben, da� man mittels h�itt explizit die Existenz eines �Ubergangesfordert. Damit bekommt man:�X:'2 _ (h�itt ^ [�℄X)Setzt man beide Formel zusammen, so erh�alt man die gew�unshte Formel:�X:(�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y )) ^ [�℄XDiese Eigenshaft soll vom Proze� p des Transitionssystems aus Abbildung 3.4 nah-gewiesen werden. Mit Hilfe der Regeln aus Abbildung 3.1 generiert man nun dasTableau. An dessen Wurzel steht das zu zeigende Ziel. Diese Ableitung ist in Ab-bildung 3.5 dargestellt.



34 KAPITEL 3. MODEL-CHECKINGp `� �X:(�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y )) ^ [�℄Xp `D1 Up `D1 (�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y )) ^ [�℄Up `D1 �Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y ) p `D1 [�℄Up `D2 V1 p0 `D1 Up `D1 hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄V1) p `D1 (�Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y )) ^ [�℄Up `D1 h�itt ^ [�℄V1 p0 `D1 �Y:hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄Y ) p0 `D1 [�℄Up `D1 h�itt p `D1 [�℄V1 p0 `D2 V2 p `D1 Up0 `D1 tt p `D1 V1 p0 `D2 hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄V2)p0 `D1 hTeeitt _ (h�itt ^ [�℄V1) p0 `D2 hTeeittp `D1 hTeeitt p `D2 ttp `D1 tt Abbildung 3.5: Beispielableitungq `D �X:Xq `D0 Uq `D0 UAbbildung 3.6: Eine Ableitung f�ur q ` ttEine kleine Ungenauigkeit bleibt noh. In den Formeln haben wir die Propo-sition tt verwendet, obwohl �HML nah De�nition 2.24 diese gar niht enth�alt.Vereinbarungsgem�a� steht tt f�ur die �HML-Formel �X:X, jedoh mu� noh nah-gewiesen werden, da� man, wie es in der Ableitung geshehen ist, tats�ahlih anStellen q ` tt abbrehen darf, genauergesagt, da� man an diesen Stellen die Ablei-tung erfolgreih fortsetzen k�onnte. Dies ist aus Abbildung 3.6 ersihtlih. Dabeisteht D0 f�ur D � (U = �X:X). Damit ist das Blatt nah den Kriterien aus Abbildung3.3 erfolgreih, unabh�angig von der Wahl von q. Entsprehend l�a�t sih leiht zei-gen, da� f�ur q ` � kein erfolgreiher Ableitungsbaum existiert, unabh�angig von derWahl von q. Dabei steht � als Abk�urzung f�ur die Fixpunktformel �X:X.



Kapitel 4Beweissystem f�ur �HML
4.1 EinleitungIn diesem Kapitel kommen wir nun zum Kern der Arbeit, dem Beweissystem f�ur�HML. Besondere Sorgfalt erfordert dabei, wie zu erwarten, wiederum die Be-handlung der Fixpunkte. Wir werden sie in �ahnliher Weise wie im Model-Chekerbehandeln. Damit bekommen wir ein Gentzen-Sytem erweitert um die Behandlungder Fixpunkte. Es erlaubt, im Gegensatz zu Hilbert-Systemen, zielgerihtetes Vor-gehen bei der Beweisf�uhrung. F�ur den propositionalen �-Kalk�ul (mit geringf�ugigerEinshr�ankung) ist bisher nur ein Hilbert-System bekannt [Koz83℄.Im n�ahsten Abshnitt stellen wir zun�ahst das Beweissystem selbst dar, alsodie Regeln, die Abbruhkriterien sowie die Erfolgsbedingungen. In Abshnitt 4.3zeigen wir dann die Endlihkeit des Beweissystemes, bevor wir in Abshnitt 4.4 dieKorrektheit zeigen. In Abshnit 4.5 stellen wir ein �aquivalentes, aber eÆzienteresBeweissystem vor. Das Kapitel shlie�t mit einem etwas ausf�uhrliheren Beispiel,an dem wir die Arbeitsweise des Beweissystems demonstrieren.4.2 Das BeweissystemAussgehend von der De�nition der Erf�ulltheitsrelation j=T soll nun der Begri� dersemantishen Folgerung (ebenfalls durh j=T symbolisiert) eingef�uhrt werden. ZweiFormalisierungen der semantishen Folgerungen bez�uglih Transitionssystemen sind�ublih.De�nition 4.1 T stehe f�ur ein einzelnes Transitionssystem und T stehe f�ur eineMenge von Transitionssystemen.T j=' :, 8p 2 PT : p j=T '' jj=T  :, 8T 2 T : wenn T j= ' dann T j=  ' j=T  :, 8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=T ' dann p j=T  35



36 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLEntsprehend sei � jj=T  bzw. � j=T  de�niert, wobei � f�ur eine Menge von�HML- Formeln steht. jj=T wird als globale, j=T als lokale semantishe Implikationbezeihnet. O�ensihtlih gilt, wenn ' j=T  dann ' jj=T  . Wir interessieren uns imfolgenden nur f�ur den lokalen Folgerungsbegri�, da durh ihn logishe Folgerungenbez�uglih einzelner Zust�ande der Transitionssysteme, die wir als Prozesse ansehen,ausgedr�ukt werden.Die Implikationsrelation j=T (wie auh jj=T ) ist mit einer Menge von Transi-tionssystemen parametrisiert. Je nah Art von Bedingungen, mit denen man Teinshr�ankt, bekommt man untershiedlihe Relationen j=T und jj=T . W�ahlt manzum Beispiel TR als eine Menge von Transitionssystemen, deren �Ubergangsrelationa�! reexiv ist, so gilt [a℄' j=TR ', eine Implikation, die niht f�ur beliebige Transi-tionssysteme gilt. Wir nehmen im weiteren, sofern niht eigens betont, keine Ein-shr�ankungen der Form der Transitionssysteme an, so da� T immer f�ur die Klassealler Transitionssysteme (�uber einem Alphabet At ) steht. Insbesondere shreibenwir, wenn T aus dem Kontext klar ist, oft j= anstelle von j=T .In diesem Abshnitt nun werden wir den Kern unserer Arbeit vorstellen, ein Be-weissystem f�ur �HML. Dieses System ist ein Gentzen-artiger Sequenzenkalk�ul, deres erlaubt, zielgerihtete Beweise f�ur die lokale semantishe Implikation zu f�uhren.Er basiert, wie die im Kapitel 3 behandelten Model-Cheker auf dem Prinzip derFixpunktinduktion, um die Fixpunktformeln zu behandeln.Bevor wir das System selbst vorstellen, noh einige notationelle Vereinbarun-gen. Das Beweissystem benutzt Sequenzen der Form � `D �, wobei D, wie imModel-Cheker, f�ur eine Liste von Konstantendeklarationen steht. � und � bezeih-nen endlihe Mengen von geshlossenen �HML-Formeln, die Konstanten enthaltend�urfen, die in D de�niert sind. Wenn � = f1; 2; : : : ; ng und � = fÆ1; Æ2; : : : ; Æmg,so steht die Sequenz � `D � f�ur das zu zeigende Ziel Vni=1i j=D Wmj=1Æi, oder andersausgedr�ukt f�ur [[ Vni=1i ℄℄ � [[ Wmj=1Æi ℄℄. Das bedeutet, Mengen auf der linken Seitedes `D stehen f�ur die Konjunktion iher Formeln, Mengen auf der linken Seite f�urihre Disjunktion. Dabei sei auf zwei Sonderf�alle hingewiesen. Ist � beziehungsweise� leer, so steht � f�ur die leere Konjunktion, also f�ur tt, respektive � f�ur die leereDisjunktion, also f�ur �. Als weitere Abk�urzung verwenden wir ^� f�ur Vni=1i und_� f�ur Wmj=1Æi.� stehe f�ur die syntaktishe Identit�at von �HML-Formeln (inl. Konstanten).Ferner sei D eine Deklarationsliste f�ur Fixpunktformeln. D(') stehe dann f�urdie Formel, bei der alle Konstanten durh die Fixpunktformeln entsprehend ih-rer Deklaration in D ersetzt werden, bis die Formel keine Konstanten mehr enth�alt.F�ur Formelmengen � sei D(�) elementweise de�niert. Ferner stehe die semanti-she Implikation bez�uglih einer Konstantendeklaration � j=D � als Abk�urzung f�urD(�) j=D(�).



4.2. DAS BEWEISSYSTEM 37Die RegelnMit Hilfe der Regeln des Beweissystems, die in Abbildung 4.1 zusammengefa�t sind,generiert man Ableitungsb�aume oder Tableaus, deren Wurzel mit der zu beweisen-den Implikation beshriftet ist.Die ersten vier Regeln sind die �ublihen Regeln zur Behandlung der logishenKonnektive ^ und _ in Gentzensystemen. Die Regeln ( ^ ` ) und ( ` _ ) sind dabeinur syntaktishe Umformungen, da eine Formelmenge auf der linken Seite des `ohnehin f�ur die Konjunktion und auf der rehten Seite f�ur die Disjunktion ihrerFormeln steht. Die Behandlung der Disjunktion in Regel ( ` _ ) vergleihe maninsbesondere mit der Regel f�ur das _ im Modelheker aus 3.1.Die Regeln ( ` ^ ) und ( _ ` ) spalten ein Ziel in je zwei Unterziele auf. ZumBeispiel werden aus dem Ziel, `^� impliziert _� _ ('1 ^ '2)' , die zwei Unterziele`^� impliziert _� _ '1' und `^� impliziert _� _ '2'.Die Regeln (weak1) und (weak2) sind Abshw�ahungsregeln f�ur die linke und dierehte Seite. Anstelle des Zieles ist es ausreihend, die abgeshw�ahten Unterzielezu zeigen.Die Regeln (hai ` ) und ( ` [a℄) sind dual zueinander und befassen sih mit derBehandlung der Modaloperatoren [a℄ und hai. Mit der Regel (hai ` ) zum Beispielwill man aus der Existenz eines a-�Ubergangs, nah dem ' gilt, sowie der Tatsahe,da� nah allen a-�Uberg�angen die Formeln aus � gelten, folgern, da� es einen a-�Ubergang gibt, nah dem eine der Formeln aus � gilt. Aus der Vorraussetzung wei�man, da� es einen a-�Ubergang gibt, nah dem sowohl ' als auh alle  aus � gelten.Kann man dann das Unterziel �; ' `D � zeigen, so gilt nah diesem a-�Ubergangeine der Formeln Æ aus �. Damit ist das urspr�unglihe Ziel gezeigt.Die letzten vier Regeln behandeln die Fixpunktoperatoren � und � und zwar in�ahnliher Weise, wie dies beim Model-Cheker in Kapitel 3 geshehen ist. Beim Auf-treten von Fixpunktformeln auf der linken oder auf der rehten Seite einer Sequenzwerden neue Konstanten eingef�uhrt (Regeln (� ` ) und ( ` �)), deren Deklarationin D0 festgehalten wird. Die Konstanten k�onnen dann nah den Regeln (Konst ` )und ( ` Konst) gem�a� ihrer Deklaration expandiert werden, was der Abwiklungder Fixpunke entspriht. Kleinste und gr�o�te Fixpunkte werden von den Regelndabei auf beiden Seiten des ` v�ollig gleihbehandelt. Der Untershied zwishenden Fixpunkten auf der linken und der rehten Seite der Sequenz tritt sp�ater beider Beurteilung des Erfolges einer Ableitung auf.



38 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HML( ^ ` ) �; '1 ^ '2 `D ��; '1; '2 `D �( ` _ ) � `D �; '1 _'2� `D �; '1; '2( ` ^ ) � `D �; '1 ^ '2� `D �; '1 � `D �; '2( _ ` ) �; '1 _'2 `D ��; '1 `D � �; '2 `D �(weak1) �; ' `D �� `D �(weak2) � `D �; '� `D �(hai ` ) hai'; f[a℄;  2 �g `D fhaiÆ; Æ 2 �g';� `D � a 2 At( ` [a℄) f[a℄;  2 �g `D [a℄'; fhaiÆ; Æ 2 �g� `D ';� a 2 At
(� ` ) �; �X:' `D ��; U `D0 � �X:' 2 f�X:'; �X:'gD0 = D � (U = �X:')Uneue Konstante( ` �) � `D �; �X:'� `D �; U �X:' 2 f�X:'; �X:'gD0 = D � (U = �X:')Uneue Konstante(Konst ` ) �; U `D ��; '[X := U ℄ `D � �X:' 2 f�X:'; �X:'g(U = �X:') 2 D( ` Konst) � `D U;�� `D '[X := U ℄;� �X:' 2 f�X:'; �X:'g(U = �X:') 2 DAbbildung 4.1: Regeln des Beweissystems



4.2. DAS BEWEISSYSTEM 39Die Abbr�uheUm das Beweissystem zu vervollst�andigen, mu� man, wie beim Model-Cheker, nohangeben, wann man mit der Anwendung der Regeln, das hei�t der Generierung vonneuen Unterzielen, abbriht und wann man ein maximales Tableau als erfolgreihbetrahtet.Beim Abbruh der Regelanwendung untersheidet man vier F�alle (siehe Abbil-dung 4.2):1. �; ' `D �; '2. ; `D ;3. Wiederholung einer Sequenz(a) Man tri�t auf eine Sequenz �; U `D �und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit�; U `D0 � beshriftet ist.(b) Man tri�t auf eine Sequenz � `D U;�und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten vorhanden, der mit� `D0 U;� beshriftet ist.4. Abbruh vor der unn�utzen Einf�uhrung einer neuen Konstante(a) Man tri�t auf einen Knoten der Form �; �X:' `D � und oberhalb imTableau existiert ein Knoten der Form �0; �X:' `D0 �0 wobei �X:' 2f�X:'; �X:'g , D(�) = D0(�0) und D(�) = D0(�0).(b) Man tri�t auf einen Knoten der Form � `D �X:';� und oberhalb imTableau existiert ein Knoten der Form �0 `D0 �X:';�0 wobei �X:' 2f�X:'; �X:'g , D(�) = D0(�0) und D(�) = D0(�0).Abbildung 4.2: Abbruhbedingungen des BeweissystemesIn Fall 1 briht man ab, da man auf ein wahres Blatt gesto�en ist. Bei Fall 2mu� man notgedrungen abbrehen, da keine weitere Regel mehr anwendbar ist. Einsolhes Blatt entspriht semantish tt j= �, das hei�t das Blatt ist erfolglos.3(a) und 3(b) sind die interessanten F�alle. Man ist bei der Ableitung auf ei-ne Situation gesto�en, die im Baum shon einmal aufgetreten ist. Da man durhFortsetzung der Ableitung keine weiteren Informationen mehr erh�alt, die man nihtbereits nah dem ersten Auftreten der Sequenz h�atte bekommen k�onnen, brihtman hier ab. Ob ein solhes Blatt erfolgreih ist oder niht, h�angt von der Art desFixpunktes und von der Ableitung selber ab.



40 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLIm Fall 4(a) (oder analog 4(b)) steht man vor der Einf�uhrung einer neuen Kon-stante nah Regel (� ` ) oder ( ` �) aus Abbildung 4.1. Diese Neueinf�uhrung istjedoh niht sinnvoll, da die Konstante, die man nah dem Knoten �; �X:' `D �f�ur �X:' einf�uhren kann, in einem \Kontext" � und � eingef�uhrt w�urde, der zudem \Kontext" �0;�0 identish ist. � und �0 untersheiden sih nur durh eventuellandere Konstanten als Abk�urzungen f�ur Fixpunktformeln. Das gleihe gilt auh f�ur� und �0. Syntaktish untersheiden sih die Mengen jedoh und nah den Re-geln w�are man gezwungen, eine neue Konstante f�ur �X:' einzuf�uhren. Wenn mandies zul�a�t, kann es passieren, da� auf beiden Seiten des ` wehselseitig immerneue Konstanten eingef�uhrt werden, ohne da� der Beweis Fortshritte maht. Ohnediesen Abbruh w�aren also unendlihe Ableitungsb�aume m�oglih.Der ErfolgIn Abbildung 4.3 sind die Erfolgskriterien zusammengefa�t.Ein Blatt eines maximalen Tableaus hei�t erfolgreih, wenn einer der folgendenF�alle auftritt. Das Blatt ist von der Form:1. �; ' `D ';�2. Erfolgreihe Fixpunktinduktion(a) �; U `D � wobei (U = �X:') 2 D und zwishen dem erstmaligen Auf-treten dieser Sequenz �; U `D0 � und dem Blatt �; U `D � wurde f�urU Regel 11 aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewendet.(b) � `D U;� wobei (U = �X:') 2 D und zwishen dem erstmaligen Auf-treten dieser Sequenz � `D0 U;� und dem Blatt � `D U;� wurde f�urU Regel 12 aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewendet.Abbildung 4.3: Erfolgsbedingungen f�ur Bl�atterBl�atter der Form 1 sind immer erfolgreih, da sie f�ur die Implikation^� ^' j=D ' _ _� stehen. Die Bl�atter der F�alle 2(a) und 2(b) sind diejenigen, beidenen der Erfolg durh Fixpunktinduktion gew�ahrleistet ist. Die Nebenbedingung,da� der Fixpunkt zwishen dem ersten und dem zweiten Auftreten der Sequenzeinmal abgewikelt wurde, ist n�otig, da diese Abwiklung dem Induktionsshritt beider Fixpunktinduktion entspriht. Im einfaheren und in der Anwendung der Regelndeterminitisheren Model-Cheker ist diese Bedingung automatish erf�ullt.De�nition 4.2 (Erfolgreihes Tableau) Ein maximales Tableau hei�t erfolg-reih, wenn alle seine Bl�atter erfolgreih sind.



4.3. DIE ENDLICHKEIT 41De�nition 4.3 (beweistheoretishe Implikation)� ` � :, Es gibt ein erfolgreihes Tableau mit � `� �an der Wurzel.Damit k�onnen wir das Hauptergebnis unserer Arbeit formulieren, die Korrektheitdes Beweissystems:Theorem 4.4 (Korrektheit)Wenn � ` � dann � j=�:In Abshnitt 4.4 beweisen wir dieses Theorem. Dazu zeigen wir zun�ahst, da�alle Tableaus endlih sind.4.3 Die EndlihkeitDas Ziel dieses Abshnittes ist es, zu zeigen, da� es nur endlihe Tableaus gibt,erfolgreihe wie erfolglose. Das bedeutet, da� auf allen Zweigen fr�uher oder sp�atereines der angegebenen Abbruhkriterien die Fortsetzung der Ableitung verhindert.Die Skizze des Beweises sieht wie folgt aus: Jede Formel generiert im Laufe ei-ner Ableitung nur endlih viele semantish untershiedlihe Unterformeln. Damitwerden f�ur einen Fixpunkt aufgrund der Abbruhkriterien aus Abbildung 4.2 unterPunkt 4 nur endlih viele vershiedene Konstanten eingef�uhrt. Somit entstehen auseiner Formel im Laufe einer Ableitung nur endlih viele syntaktish untershiedliheObjekte und es wird irgendwann gem�a� Abbruh 3 aus Abbildung 4.2 abgebrohen.De�nition 4.5 (syntaktish �aquivalent) Zwei Formeln '1 und '2 hei�en syn-taktish �aquivalent bez�uglih einer Konstantendeklaration D, wenn folgendes gilt:'1 'D '2 :, D('1) � D('2):Zwei Sequenzen �1 `D1 �1 und �2 `D2 �2 hei�en syntaktish �aquivalent, wenn gilt:�1 `D1 �1 � �2 `D2 �2 :, D1(�1) � D2(�2) und D1(�1) � D2(�2):Man beahte, da� zwei syntaktish �aquivalente Formel auh semantish �ubereinstim-men.Im Laufe einer Ableitung tritt eine bestimmte �HML-Formel durh seine Unter-formeln auf. Die Menge aller dieser Unterformeln ist endlih und wird als Fisher-Ladner-Abshlu� [FL79℄ der Formel bezeihnet.



42 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLDe�nition 4.6 (Fisher-Ladner-Abshlu�) Der Fisher-Ladner-Abshlu� ei-ner geshlossenen �HML-Formel ist die kleinste Menge von Formeln FL('), diefolgende Bedingungen erf�ullt:' 2 FL(')wenn '1 ^ '2 2 FL(') dann '1 2 FL(') und '2 2 FL(')wenn '1 _ '2 2 FL(') dann '1 2 FL(') und '2 2 FL(')wenn [a℄' 2 FL(') dann ' 2 FL(')wenn hai' 2 FL(') dann ' 2 FL(')wenn �X: (X) 2 FL(') dann  (�X: (X)) 2 FL(')wenn �X: (X) 2 FL(') dann  (�X: (X)) 2 FL(')Der Fisher-Ladner-Abshlu� einer Formelmenge wird wiederum elementweisede�niert. Mit Hilfe dieser De�nition l�a�t sih folgendes Lemma beweisen.Lemma 4.7 F�ur jede Fixpunktformel der Wurzel eines Tableaus werden nur endlihviele vershiedene Konstanten eingef�uhrt.Beweis zu 4.7Jeder Knoten im Baum mit der Wurzel � `� � ist von der Form �0 `D0 �0 wobei esf�ur jede Formel Æ0 2 �0 ein Æ 2 FL(�) gibt mit Æ0 'D Æ. Das bedeutet, die Formelnaus �0 stammen bis auf beliebige Konstanten anstelle von Fixpunkt-Unterformelnaus dem Fisher-Ladner-Abshlu� von �. Analog gilt dies f�ur Formeln  2 �. Daherbesteht �0 ebenso wie �0 immer nur aus endlih vielen, syntaktish niht-�aquivalen-ten Formeln. Betrahtet man die Abbr�uhe 4(a) und 4(b) aus Abbildung 4.2, sobedeutet dies, da� in einem Ableitungsbaum f�ur eine bestimmte Fixpunktformelniht unendlih viele vershiedene Konstanten eingef�uhrt werden k�onnen. 2Satz 4.8 (Endlihkeit der Tableaus) Jedes Tableau ist endlih.Beweis zu 4.8Angenommen, es gibt ein unendlihes Tableau. Da alle Ableitungsb�aume endlihverzweigt sind, bedeutet dies nah K�onig's Lemma, da� es in dem Baum einen un-endlihen Pfad gibt. Da alle Regeln bis auf diejenigen, die sih mit der Behandlungvon Fixpunkten befassen, eht verk�urzend wirken, treten auf diesem Pfad unendlihoft Sequenzen auf, bei denen mindestens eine Konstante U \blank", das hei�t nihteht innerhalb einer �HML-Formel, auftauht, also Sequenzen der Form � `D U;�.(Ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit stehe die Konstante auf der rehten Seite



4.4. DIE KORREKTHEIT 43von `D ). Wegen Lemma 4.7 wissen wir, da� die Anzahl der Konstanten im Ta-bleau insgesamt nur endlih ist. Somit mu� auf dem unendlihen Pfad mindestenseine bestimmte Konstante V unendlih oft blank aufgetauht sein. Das hei�t, aufdiesem Pfad gibt es unendlih viele Sequenzen der Form �1 `D1 V;�1, �2 `D2 V;�2,�3 `D3 V;�3 . . . . F�ur alle 0 2 �i gibt es ein  2 FL(�) mit  'Di 0. Eben-so gilt dies f�ur die �i. Die Mengen �i und �i enthalten also Formeln aus demFisher-Ladner-Abshlu� der entsprehenden Formelmengen an der Wurzel des Bau-mes modulo beliebiger Konstanten anstelle von Fixpunktformeln. Da die Anzahl derKonstanten endlih ist, kann es nur endlih viele Mengen dieser Form geben. Da-mit mu� sih eine der Sequenzen �i `Di V;�i wiederholen und an dieser Stelle wirdgem�a� Fall 3(b) aus Abbildung 4.2 abgebrohen. Dies steht im Widerspruh zurUnendlihkeit des Pfades. 24.4 Die KorrektheitMit Hilfe der im Abshnitt 4.3 gezeigten Endlihkeit der Tableaus werden wir nun dieKorrektheit des Beweissystems zeigen. Dazu ben�otigen wir zun�ahst die sogenannteBakward-Soundness der Regeln.Satz 4.9 (Bakward-Soundness) F�ur jede Regel aus Abbildung 4.1 folgt dieErf�ulltheit des Zieles aus der Erf�ulltheit der entsprehenden Unterziele der Regel.Beweis zu 4.9F�ur die Regeln ( ^ ` ) und ( ` _ ) gilt die Aussage trivialerweise, da im ersten Falldas Komma f�ur ein ^ steht und im zweiten f�ur ein _ . Ebenso einfah ist dies f�urdie Regeln (weak1) und (weak2): Gilt ^� j=D _� so auh ^� ^ ' j=D _�.F�ur Regel ( ` ^ ) zeigt man es folgenderma�en: Gelte ^� j=D '1 _ _� und^� j=D '2 __�. Dann gilt f�ur alle T aus T und alle p aus PT :( wenn p j=DT ^� dann p j=DT '1 _ _�) und( wenn p j=DT ^� dann p j=DT '2 _ _�)) (p 6j=DT ^� oder p j=DT '1 _ _�) und (p6j=DT ^� oder p j=DT '2 _ _�)) (p 6j=DT ^�) oder (p j=DT '1 _ _� und p j=DT '2 _ _�)) (p 6j=DT ^�) oder (p j=DT ('1 _ _�) ^ ('2 _ _�))) (p 6j=DT ^�) oder (p j=DT ('1 ^ '2) _ _�)) wenn p j=DT ^� dann p j=DT ('1 ^ '2) _ _�:Der Beweis f�ur Regel ( _ ` ) erfolgt analog.Nun zu Regel (hai ` ):Es gelte ' ^^� j=D _�.



44 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLZu zeigen ist: hai' ^^f[a℄;  2 �g j=D _fhaiÆ; Æ 2 �g d.h.8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT hai' ^^f[a℄;  2 �gdann p j=DT WÆ2�haiÆ:Sei also (f�ur beliebiges T 2 T und beliebiges p 2 PT )p j=DT hai' ^ ^f[a℄;  2 �g) p j=DT hai' ^ [a℄ V2�) 9p0 2 PT :p a�!p0 ^ p0 j=DT ' und 8p00 2 PT : wenn p a�!p00 dann p00 j=DT V2�) 9p0 2 PT :p a�!p0 und p0 j=DT ' ^ V2�) 9p0 2 PT :p a�!p0 und p0 j=DT _�) p j=DT hai_�) p j=DT WÆ2�haiÆ:Der Beweis f�ur die Regel ( ` [a℄) ist hierzu dual.Bei Regel (� ` ) und ( ` �) ist wiederum nihts zu zeigen. Der Fixpunkt wirdjeweils durh die entsprehende Konstante ersetzt, an der Semantik �andert sihdadurh nihts.In Regel (Konst ` ) und analog in Regel ( ` Konst) wird ein Fixpunkt abgewikelt;das hei�t, es wird die Formel �X:'(X), f�ur die U steht, durh '(�X:'(X)) ersetzt,was '[X := U ℄ entspriht. Da �X:'(X) einen Fixpunkt darstellt, gilt [[ �X:'(X) ℄℄ =[[ '(�X:'(X)) ℄℄. 2Satz 4.10 (�nite - model - Eigenshaft) Sei ' eine �HML-Formel. Ist ' er-f�ullbar, so bereits in einem Transitionssystem mit endlih vielen Zust�anden.Der Beweis f�ur diesen Satz �ndet sih in [SE89℄. Dort wird diese Eigenshaft f�ur denmodalen �-Kalk�ul gezeigt. Damit gilt sie auh f�ur �HML, da �HML eine Unterlogikdes Propositionale �-Kalk�uls ist mit tt und � als einzigen Propositionen.Wir wollen uns nun �uberlegen, da� das Nihterf�ulltsein einer Fixpunktformel sei-ne Ursahe bereits im Nihterf�ulltsein einer endlihen Approximation dieser Formel�ndet.Lemma 4.111. Sei ^�6j=D �X:' __� .Dann existiert ein n 2 ! mit^� j=D 'n(tt) __� und ^�6j=D 'n+1(tt) __� .2. Sei ^� ^ �X:'6j=D _� .Dann existiert ein n 2 ! mit^� ^'n(�) j=D _� und ^� ^'n+1(�) 6j=D _� .



4.4. DIE KORREKTHEIT 45Beweis zu 4.11Zu 1):Sei also ^� 6j=D �X:' _ _� und gelte als Widerspruhsannahme8n 2 !: wenn ^� j= 'n(tt) __� dann ^� j= 'n+1(tt) _ _�:Da '0(tt) = tt, gilt auf jeden Fall ^� j= '0(tt) _ _� und per Induktion somit 8n 2!: ^� j='n(tt) _ _�. Damit folgt im weiteren:8n 2 !:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann p j=DT 'n(tt) _ _� )8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann 8n 2 !:p j=DT 'n(tt) _ _�:Man m�ohte nun shlie�en k�onnen:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� dann p j=DT �X:' __�:Sei T also beliebig aus T , p beliebig aus PT und gelte:wenn p j=DT ^� dann 8n 2 !:p j=DT 'n(tt) __�.Fall a): p ist ein endliher Proze�.Damit ist ' stetig und nah Satz 2.26:p j=DT �X:' _ _� genau dann wenn 8n 2 !:p j=DT 'n(tt) __�.Also gilt:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� und p endlih dann p j=DT �X:' _ _�:Fall b): p ist ein unendliher Proze�.Nun kann man, da ' niht notwendigerweise stetig sein mu�, niht direkt dasGew�unshte shlie�en. Nimmt man das Gegenteil an, n�amlihp j=DT ^� und p 6j=DT �X:' _ _� so folgtp j=DT ^� und p j=DT :(�X:' _ _�) und weiterp j=DT ^� ^ :(�X:' _ _�):Das bedeutet, der unendlihe Proze� p erf�ullt die Formel ^� ^ :(�X:' __�) . We-gen Satz 4.10 gibt es nun auh einen endlihen Proze� p, der dieselbe Formel erf�ullt.Das hei�t, p j=DT ^� und p6j=DT �X:' __� was im Widerspruh zu Fall a) steht.Zu 2):Sei ^� ^ �X:'6j=D _� und gelte als Widerspruhsannahme8n 2 !: wenn ^� ^ 'n(�) j=_� dann ^� ^ 'n+1(�) j= _�:



46 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLDa '0(�) = �, gilt auf jeden Fall ^� ^ '0(�) j=_� und per Induktion8n 2 !:( ^� ^ 'n(�) j=_�). Daraus ergibt sih im weiteren:8n 2 !:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� ^ 'n(�) dann p j=DT _� )8T 2 T :8p 2 PT : wenn (9n 2 !:p j=DT ^� ^ 'n(�)) dann p j=DT _�:Man m�ohte wiederum shlie�en k�onnen:8T 2 T :8p 2 PT : wenn p j=DT ^� ^ �X:' dann p j=DT _�:Sei wiederum T beliebig aus T , p beliebig aus PT und gelte:wenn (9n 2 !:p j=DT ^� ^ 'n(�)) dann p j=DT _�.Fall a): p ist ein endliher Proze�.Dann ist ' stetig und man erh�alt sofort wenn p j=DT ^� ^ �X:' dann p j=DT _�.Fall b): p ist ein unendliher Proze�.In gleiher Weise wie in Fall 1:b bekommt man aus der Widerspruhsannahme, da�p j=DT ^� ^ �X:' ^ :_�. Wegen Satz 4.10 gibt es dann auh ein endlihes p mitp j=DT ^� ^ �X:' und p6j=DT _� , was im Widerspruh zu Fall 2:a steht. 2Damit ist man nun in der Lage, die Korrektheit (Theorem 4.4) zu zeigen.Beweis zu 4.4Gegeben sei �0 ` �0, das hei�t es gibt ein erfolgreihes Tableau � mit der Wurzel�0 `� �0. Um zu zeigen, da� dann auh �0 j=�0 gilt, gen�ugt es �0 j=D0 �0 f�ur alleBl�atter �0 `D0 �0 des Baumes zu zeigen. Nah Satz 4.9, der Bakward-Soundness,gilt dann die semantishe Implikation auh f�ur die Wurzel.Nun nimmt man an, es gebe in � ein semantish falshes (aber erfolgreihes)Blatt. Dies kann niht von der Form �; ' `D ';� sein, da f�ur solhe Bl�atter diesematishe Implikation trivialerweise immer gilt. Folglih mu� es von der Formgem�a� 2(a) oder 2(b) aus Abbildung 4.3 sein. Eine Konstante U (bzw. V) eineserfolgreihen Blattes �0 `D �0 dieser Form bezeihnen wir als entsheidend, wennU 2 �0 f�ur einen kleinsten (bzw. V 2 �0 f�ur einen gr�o�ten) Fixpunkt steht und wennzwishen dem zugeh�origem ersten Auftreten der Sequenz diese Konstante einmalnah Regel (Konst ` ) bzw. Regel ( ` Konst) aus Abbildung 4.1 abgewikelt wurde.Die entsheidenden Konstanten eines solhen Blattes sind also diejenigen, welheden Erfolg des Blattes bewirkt haben k�onnten und davon kann es mehrere geben.Unter allen diesen Bl�attern w�ahlt man nun eines so, da� eine seiner entsheidendenKonstanten U folgende Bedingung erf�ullt: Oberhalb der Einf�uhrung von U kommtim Tableau kein weitere Konstante U0 vor, die ebenfalls entsheidend f�ur ein falshesBlatt ist. Wir haben somit ein falshes Blatt und eine zugeh�orige entsheidendeKonstante ausgew�ahlt. Je nahdem, ob diese Konstante links oder rehts vom `D0steht, untersheiden wir zwei F�alle:
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� `D 'n(tt);�Abbildung 4.4: Skizze zum KorrektheitsbeweisFall 1:Das ausgew�ahlte Blatt ist von der Form � `D U;� mit U als entsheidender Kon-stante , U steht also f�ur einen gr�o�ten Fixpunkt. Die Sequenz, bei der das U zumersten mal auftauht, sei �0 `D0 U;�0. Der Teilbaum mit dieser Sequenz als Wurzelsei mit � 0 bezeihnet.Dieser Teilbaum � 0 kann nun mehrere falshe Bl�atter der Form � `D U;� ent-halten. F�ur jedes dieser Bl�atter gilt also �6j=D U;�. Damit gilt nah Lemma 4.119n 2 !:(� j=D 'n(tt) __� und �6j=D 'n+1(tt) _ _�):Unter allen genannten Bl�attern des Teilbaumes � 0 mit U als entsheidender Kon-stante sei das Blatt � `D U;� eines mit minimalem n. � `D U;�. � 0 wird nun sotransformiert, da� die Kontstante U an jeder Stelle durh die endlihe Approxima-tion 'n(tt) ersetzt wird. Dies ist in Abbildung 4.4 dargestellt.In � 0� gilt entsprehend der Wahl des Blattes � j=D 'n(tt);� , das hei�t durhdie Transformation ist aus dem falshen Blatt � `D U;� in � 0 das wahre Blatt� `D 'n(tt);� in � 0� geworden. Ebenso ist nat�urlih auh der zugeh�orige Knotenmit der Sequenz � `D00 U;� in � 0� nunmehr rihtig. Der Nahfolgerknoten von� `D00 'n(tt);� ist allerdings mit � `D00 '[X := 'n(tt)℄;� beshriftet und, da'[X := 'n(tt)℄ f�ur 'n+1(tt) steht, gem�a� der Wahl von n falsh. Aufgrund derBakward-Soundness (Satz 4.9) mu� � 0� also falshe Bl�atter besitzen. Dies k�onnenniht die Bl�atter mit U als entsheidender Konstante sein. Also mu� eine andereKonstante f�ur die f�alshlihe Entsheidung f�ur den Erfolg der anderen Bl�atter ver-antwortlih sein. Dieses V mu�, aufgrund der Wahl von U, im Baum unterhalb



48 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLvon U eingef�uhrt worden sein. Dies erlaubt es zusammen mit Fall 2, das gesamtArgument auf den Teilbaum � 0� anzuwenden.Fall 2:Dieser Fall ist zum Fall 1 dual. Anstelle des gr�o�ten Fixpunktes auf der reh-ten Seiten mu� man nun einen kleinsten Fixpunkt auf der linken Seite des `Dbehandeln. Man w�ahlt nun das kleinste m, f�ur das gilt: ^� ^ 'n(�) j=D _� und^� ^'n+1(�) 6j=D _� . Ansonsten funktionieren die �Uberlegungen genauso und mankann wiederum folgern, da� es ein weiteres falshes Blatt mit einer anderen Kon-stante geben mu�, die nah U eingef�uhrt wurde.In beiden F�allen gibt es also in � 0� ein weiteres falshes Blatt mit einer Konstan-ten, die erst in � 0� eingef�uhrt wurde. Bl�atter, die in � 0� falsh sind, sind insbesonderein � falsh, und damit kann man das Argument wiederholt auf � 0� anwenden, ob-wohl dies kein g�ultiger Ableitungsbaum ist. Das bedeutet jedoh, da� das Tableauunendlih viele vershiedene Konstanten enth�alt, was im Widerspruh zu Lemma4.7 steht. 24.5 Ein eÆzienteres SystemWir haben nun also das Beweissystem vorgestellt und dessen Korrektheit bewie-sen. Die Fixpunktinduktion stellt dabei den wesentlihen Bestandteil des Beweis-verfahrens dar. Die zugeh�origen Abbr�uhe 3(a) und 3(b) aus Abbildung 4.2 wurdendadurh gerehtfertigt, da� eine weitere Ableitung �uber�ussig ist, wenn man zumzweiten mal auf eine Sequenz der Form �; U `D � beziehungsweise � `D U;� tri�t.Allerdings kann man argumentieren, da� man niht mehr weiter ableiten brauht,wenn man zum zweiten mal auf eine Sequenz von beliebiger Form tri�t. Das so modi-�zierte System hat den Vorteil, da� die Ableitungsb�aume wesentlih kleiner werden.Allerdings l�a�t sih der Korrektheitsbeweis f�ur dieses System niht so direkt f�uhren,wie dies f�ur das System aus Abshnitt 4.2 m�oglih war. Insbesondere ist dann dasLemma 4.11 niht anwendbar. Dieser Abshnitt ist nun dem modi�zierten Systemgewidmet und wir zeigen, da� beide Systeme �aquivalent sind.Die Regeln in diesem neuen System sind unver�andert die Regeln aus Abbildung4.1. Was sih �andert, sind die Abbruhkriterien. Auh die De�nition des Erfolgseines Tableaus mu� entsprehend angepa�t werden. Abbildung 4.5 fa�t die vierF�alle, die zum Abbruh der Regelanwendungen f�uhren, zusammen.Auh die Kriterien f�ur den Erfolg eines Blattes haben sih ge�andert (siehe Ab-bildung 4.6). Ein maximales Tableau ist in dem neuen Sytem erfolgreih, wennalle seine Bl�atter die neuen Erfolgsbedingungen erf�ullen Man beahte insbesonde-re in den F�allen 2(a) beziehungsweise 2(b) aus Abbildung 4.6 die Bedingung, da�(U = �X:') in D0 beziehungsweise (U = �X:') in D0 enthalten ist. Das bedeutet,da� die Konstante U bereits vor � `D0 � eingef�uhrt worden sein mu�.



4.5. EIN EFFIZIENTERES SYSTEM 491. �; ' `D �; '2. ; `D ;3. Wiederholung einer Sequenz:� `D � und oberhalb im Baum ist bereits ein Knoten mit � `D0 � beshrif-tet.4. Abbruh vor der unn�utzen Einf�uhrung einer neuen Konstante(a) Man tri�t auf einen Knoten der Form �; �X:' `D � und oberhalb imTableau existiert ein Knoten der Form �0; �X:' `D0 �0 wobei�X:' 2 f�X:'; �X:'g , D(�) = D0(�0) und D(�) = D0(�0).(b) Man tri�t auf einen Knoten der Form � `D �X:';� und oberhalb imTableau existiert ein Knoten der Form �0 `D0 �X:';�0 wobei�X:' 2 f�X:'; �X:'g , D(�) = D0(�0) und D(�) = D0(�0).Abbildung 4.5: Abbruhbedingungen des eÆzienteren BeweissystemsDamit hat man ein weiteres Beweissystem mit dem Vorteil, da� die Ableitungendurh die Versh�arfung der Abbruhbedingungen zum Teil deutlih k�urzer, in keinemFall jedoh l�anger werden. Das alte System bezeihnen wir im folgenden der K�urzehalber mit S1, das neue mit S2. ` 1 und ` 2 stehen f�ur den beweistheoretishenFolgerungsbegri� in S1 beziehungsweise S2.Um nahzuweisen, da� die beiden Systeme �aquivalent sind, mahen wir zun�ahstfolgendes Beobahtung.Beobahtung 4.12 Gegeben seien auf einem Pfad eines Tableaus (in S1 oder S2)die Sequenzen �1 `D1 �1 , �2 `D2 �2 und �3 `D3 �3 in dieser Reihenfolge. Au�er-dem sei U eine Konstante , die syntaktish in �2[�2 und �3[�3 vorkommt und diein D1 noh niht deklariert ist. Dann enthalten alle Sequenzen zwishen �2 `D2 �2und �3 `D3 �3 die Konstante U oder eine weitere Konstante V, die ebenfalls in D1noh niht deklariert ist.Beweis zu 4.12Da U in �2 `D2 �2 und �3 `D3 �3 enthalten ist, mu� in allen Sequenzen dazwishenU selbst oder eine Konstante, sagen wir V, auftreten, aus der das U, m�ogliherweiseindirekt �uber weitere Konstanten, durh Expansion wieder generiert werden kann.W�are dies niht der Fall, so k�onnte �3 `D3 �3 die Konstante U niht enthalten,da bei jeder Konstanteneinf�uhrung neue Konstantennamen benutzt werden. Diese



50 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLEin Blatt eines maximalen Tableaus hei�t erfolgreih, wenn einer der folgendenF�alle auftritt.1. Das Blatt ist von der Form: �; ' `D ';�2. Erfolgreihe Fixpunktinduktion : das Blatt ist von der Form � `D �, wobei:(a) Erfolg durh einen kleinsten Fixpunkt links.� Es gibt eine Sequenz � `D0 � und zwishen dieser und dem Blatteine Sequenz �0 ; U `D00 �0.� (U = �X:') 2 D0� Zwishen der Sequenz � `D0 � und dem Blatt � `D � wurde auf URegel (Konst ` ) aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewen-det.(b) Erfolg durh einen gr�o�ten Fixpunkt rehts.� Es gibt eine Sequenz � `D0 � und zwishen dieser und dem Blatteine Sequenz �0 `D00 U ; �0.� (U = �X:') 2 D0� Zwishen der Sequenz � `D0 � und dem Blatt � `D � wurde auf URegel ( ` Konst) aus Abbildung 4.1 mindestens einmal angewen-det.Abbildung 4.6: neue Erfolgsbedingungen f�ur die Bl�atterKonstante V mu�, da das U direkt oder indirekt aus ihr gewonnen werden kann,nah U eingef�uhrt worden sein. Damit kann V, genauso wie U, niht bereits in D1de�niert worden sein. 2Nun k�onnen wir die �Aquivalenz der beiden Systeme formulieren.Satz 4.13 (�Aquivalenz von S1 und S2) � `1 � gdw. � `2 �Beweis zu 4.13Es sind zwei Rihtungen zu zeigen: f�ur jede erfolgreihe Ableitung in S1 gibt es eineerfolgreihe Ableitung in S2 und umgekehrt. Im ersten Fall mu� man zeigen, da�jede erfolgreihe Ableitung in S1 durh entsprehende Verk�urzung in eine erfolgreiheAbleitung in S2 transformiert werden kann. Im zweiten Fall ist nahzuweisen, da�erfolgreihe Bl�atter eines Ableitungsbaums in S2, die niht zugleih erfolgreih in S1sind, in jedem Fall im System S1 erfolgreih fortgesetzt werden k�onnen.



4.5. EIN EFFIZIENTERES SYSTEM 51): Sei ein erfolgreihes Tableau � in S1 gegeben. Zun�ahst transformiere man� so, da� immer, wenn eine Konstante f�ur einen kleinsten Fixpunkt auf der linkenSeite beziehungsweise f�ur einen gr�o�ten Fixpunkt auf der rehten Seite nah Regel 11beziehungsweise Regel 12 aus 4.1 expandiert werden kann, dies auh sofort geshieht.Ist die Expansion bei mehreren passenden Konstanten gleihzeitig m�oglih, dannnat�urlih hintereinander. Das so erhaltene Tableau sei mit � 0 bezeihnet. Da sihdie Expansion einer Konstanten in einer Sequenz, sagen wir � `D U ; � auf dieFormelmengen � und � niht auswirkt, sondern nur U selbst betri�t, bleibt dieVerzweigungsstruktur von � 0 gegen�uber � unver�andert. Das bedeutet: die Pfadevon � 0 ensprehen genau denen von � , nur da� in den Pfaden unter Umst�andenmanhe Konstanten eher expandiert werden als in denen von � .In � 0 betrahte man einen vollst�andigen Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt.Dieser Pfad ist nun niht notwendigerweise auh ein Pfad (erfolgreih oder erfolg-los) eines Ableitungsbaumes in S2, da er unter Umst�anden nah den sh�arferenAbbruhregeln oder durh die Umstrukturierung beim Vorziehen von Konstanten-expansionen shon fr�uher h�atte enden m�ussen. K�urzt man den Pfad, so da� er denAbbruhregeln in S2 gen�ugt, so mu� der dadurh enstandene verk�urzte Pfad nihtunbedingt erfolgreih sein. Das Verk�urzen des Pfades kann nur durh Regel 3 ausAbbildung 4.5 hervorgerufen worden sein, also durh das Auftreten von zwei Sequen-zen �2 `D02 �2 und �2 `D2 �2, da in allen anderen Abbr�uhen die beiden Systeme�ubereinstimmen. Folgende F�alle m�ussen untershieden werden:Fall 1: Der ungek�urzte Pfad endet mit dem Blatt � ; ' `D ' ; � und die Sequenzen�2 `D02 �2 und �2 `D2 �2 treten damit beide oberhalb des Blattes auf. Ist der Pfadbis �2 `D2 �2 niht ohnehin erfolgreih in S2, so ist der Ableitungsbaum um dasSt�uk zwishen �2 `D02 �2 und �2 `D2 �2 zu k�urzen.Fall 2: Der ungek�urzte Pfad endet in s und oberhalb be�ndet sih eine Sequenzs0, wobei s und s0 abk�urzend f�ur � ; U `D � und � ; U `D0 � beziehungsweise� `D U ; � und � `D0 U ; � stehen. Ist der verk�urzte Pfad niht auh gleih in S2erfolgreih, so kann das folgende Gr�unde haben:Fall 2.1: �2 `D02 �2 und �2 `D2 �2 treten beide oberhalb von s0 auf. Wie im Fall 1l�a�t sih der Baum um das St�uk dazwishen k�urzen.Fall 2.2: �2 `D02 �2 und �2 `D2 �2 treten beide zwishen s0 und s auf. Wiederumk�urzt man den Baum um das entsprehende St�uk.Fall 2.3: �2 `D02 �2 be�ndet sih vor s0 und �2 `D2 �2 zwishen s0 und s. Damittritt zwishen �2 `D02 �2 und �2 `D2 �2 eine Sequenz, n�amlih s0, mit einer Kon-stanten f�ur einen kleinsten Fixpunkt links oder f�ur eine gr�o�ten Fixpunkt rehts auf.Nah Konstruktion von � 0 wurde eine der passenden Konstanten, sagen wir U, auhtats�ahlih abgewikelt. Als letzte Bedingung f�ur den Erfolg in S2 in Abbildung4.6 gilt auh (U = �X:') 2 D02 oder (U = �X:') 2 D02 , da sonst nah Lemma4.12 entweder U oder eine neue Konstante, die es bei �2 `D02 �2 noh niht gab,



52 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLin �2 `D2 �2 syntaktish vorkommen; beides ist ein Widerspruh. Damit ist derverk�urzte Pfad auh in S2 erfolgreih.Diese Falluntersheidung zeigt, da� man in den F�allen, bei denen � 0 niht zugleihauh ein erfolgreihes Tableau in S2 ist, durh wiederholtes Verk�urzen des Baumeseinen erfolgreihen Ableitungsbaum in S2 erhalten kann.(: Gegeben sei ein erfolgreihes Tableau � in S2. Wir zeigen, wie man diesen Ablei-tungsbaum gegebenenfalls so verl�angern kann, da� man eine erfolgreihe Ableitungauh in S1 erh�alt. Der in S2 erfolgreihe und damit maximale Ableitungsbaum � istauh im System S1 ein Ableitungsbaum, wenn auh niht unbedingt maximal. DerGrund hierf�ur ist, da� er Bl�atter der Form � `D � enthalten kann, die keine erfolg-reihen Bl�atter in S1 darstellen. Solhe Bl�atter, die in S2 aber niht in S1 erfolgreihsind, bezeihnen wir als S2-Bl�atter. Bl�atter anderer Form sind f�ur den Beweis un-interessant, da Abbruh und Erfolg f�ur sie in beiden Systemen �ubereinstimmen. �habe nun eine endlihe Anzahl n von S2-Bl�attern �1 `D1 �1 ; : : : ; �n `Dn �n. F�urjede dieser Sequenzen �i `Di �i gibt es den zugeh�origen Vorg�anger �i `D0i �i undzwishen beiden liegt wegen Bedingung 2(a) (beziehungsweise 2(b)) je ein Knoten derForm �0i ; U `D00i �0i (beziehungsweise �0i `D00i V ; �0i). Mit �i sei derjenige Teilbaumvon � bezeihnet, der �i `D0i �i als Wurzel hat und bei dem nah �0i ; U `D00i �0i (beziehungsweise �0i `D00i V ; �0i) abgebrohen wird. Da �i `Di �i als Blatt in �i nihtmehr auftauht, hat �i h�ohstens n� 1 S2-Bl�atter. Setzt man nun an allen Bl�attern�i `Di �i aus � mit den jeweiligen �i fort, so bekommt man einen Ableitungsbaummit h�ohstens n � (n� 1) Bl�attern der Form (*). Man beahte dabei, da� in diesemBaum die neuen Bl�atter �i ; U `D00 �i beziehungsweise �i `D00 V ; �i nah denKriterien aus S1 erfolgreih sind. Dieses Verfahren setzt man so lange fort, bis alleunerw�unshten Bl�atter vershwunden sind und man erh�alt so einen Ableitungsbaumim System S1. 24.6 BeispieleDie Arbeitsweise des Beweissystemes soll nun noh zum Abshlu� anhand einesBeispieles gezeigt werden. Zu beweisen sei die folgende Aussage: \Wenn es einenunendlihen Pfad gibt, bei dem irgendwann ' immer gilt, so existiert ein Pfad, beidem die Eigenshaft ' unendlih oft gilt".Erstere Eigenshaft sei mit '1, letztere mit '2 abgek�urzt. Zun�ahst m�ussen diebeiden Eigenshaften in �HML �ubersetzt werden. Im Falle von '2 soll dies etwasausf�uhrliher geshehen. Dabei ist es vorteilhaft, das Vorgehen hier mit der Herlei-tung der �HML-Formel aus Abshnitt 3.3 zu vergleihen. Obwohl die Eigenshaftdort (\Auf allen Pfaden gilt unendlih oft") sehr �ahnlih klingt, maht die Formel'2 jetzt deutlih mehr Shwierigkeiten. Wir werden sehen, warum. Wie formuliertman also \Es gibt einen Pfad, bei dem die Eigenshaft ' unendlih oft gilt"? Intui-



4.6. BEISPIELE 53tiv kann die Eigenshaft \unendlih oft '" wieder durh \immer ist es der Fall, da�irgendwann ' gilt" ausgedr�ukt werden.Also versuhen wir zun�ahst zu formulieren, da� es einen Pfad gibt, bei dem eineEigenshaft  immer gilt. Das bedeutet dasselbe, wie \ gilt jetzt und es gibt einendirekten Nahfolger, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem  immer gilt".Das legt folgende rekursive �HML-Formel nahe:�X: ^ h�iXLeider dr�ukt diese Formel eine etwas st�arkere Eigenshaft aus, n�amlih \Es gibteinen unendlihen Pfad, bei dem  immer gilt". Pr�aziser in Worten ausgedr�uktlautet die gew�unshte Eigenshaft n�amlih: \Jetzt gilt  und wenn es einen Nah-folger gibt, so ist einer darunter, von dem ausgehend es einen Pfad gibt, bei dem  immer gilt". In Formeln: �X: ^ ([�℄� _ h�iX)Dies entspriht dem Branhing-Time-Operator 9G , der bereits in Kapitel 2erw�ahnt wurde.Einfaher zu formulieren ist die Eigenshaft, da� es einen Pfad gibt, bei dem ir-gendwann einmal ' gilt, n�amlih durh �X:' _ h�iX. Setzt man nun beide Formelnzusammen, so bekommt man f�ur '2�X:(�Y:' _ h�iY ) ^ ([�℄� _ h�iX)Dr�ukt dies nun die gew�unshte Eigenshaft '2 aus? Leider nein. Man hat imGrunde in falsher Form �uber die Pfade quanti�ziert, genauer gesagt, hat man zwarformuliert, da� es einen Pfad gibt, bei dem immer gilt, da� es eine Fortsetzunggibt, auf der irgendwann ' gilt, jedoh niht, da� es immer noh derselbe Pfad ist.Zum Beispiel erf�ullt der Proze� p in folgendem Transitionssystem diese Eigenshaft(wobei q die Eigenshaft ' erf�ullt, p hingegen niht).qp -a��-a qq
Die Existenzquanti�zierung in diesem Beispiel wird duh den Modaloperator h�ierreiht; um allerdings auszudr�uken, da� das \immer" und das \irgendwann" sihauf die Existenz desselben Pfades beziehen, darf man beide Fixpunkte, den gr�o�tenf�ur das \immer" und den kleinsten f�ur das \irgendwann" niht voneinander trennen,sondern beide m�ussen geshahtelt auftreten.



54 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLDas Problem soll nun etwas anders formuliert werden. \Es gibt einen Pfad, beidem unendlih oft ' gilt" hei�t, \Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ' gilt undvon dieser Stelle aus gibt es wiederum einen Pfad, bei dem irgendwann ' gilt" unddies unendlih oft.\Es gibt einen Pfad, bei dem irgendwann ' und X gilt", k�onnen wir bereitshinshreiben: �(X) = �Y:(' ^X) _ h�iYDas durh � geforderte Verhalten soll nun unendlih oft hintereinander m�oglih sein.Dies dr�ukt man durh einen gr�o�ten Fixpunkt aus:�X:�(X) = �X:�Y:(' ^X) _ h�iYDies ist allerdings immer noh niht ganz rihtig. Die Bedeutung dieser Formelist zwar in der Tat, da� irgendwann ' gilt und von dort wieder irgendwann undunendlih oft so weiter. Der Fehler liegt diesmal bei dem \Irgendwann" denn esbedeutet \Jetzt oder irgendwann sp�ater". Damit besitzt zum Beispiel ein Proze�,der aus nur einem Zustand besteht, f�ur den die Eigenshaft ' erf�ullt ist, und der keine�Uberg�ange hat, diese Eigenshaft �X:�(X). Wenn man nun noh das \irgendwann"durh \irgenwann au�er jetzt" ersetzt, hat man nun endlih und tats�ahlih dieEigenshaft '2: '2 = �X:h�i�(X) = �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )Dieses ausf�uhrlihe Beispiel zeigt zum einen, da� aufgrund der Ausdruksst�arkeder Logik die Formulierung von Eigenshaften durhaus subtil sein kann. Insbeson-dere mu� man, da es sih bei �HML um eine Logik der verzweigten Zeit handelt,sorgf�altig beahten, �uber welhe Pfade man jeweils quanti�zieren will. Zum ande-ren sheint es, da� es interessante Eigenshaften gibt, bei denen man auf eine ehteVershr�ankung von Fixpunkten niht verzihten kann.Zur�uk zum Beispiel. Die noh fehlende Eigenshaft '1 ist deutlih einfaher zuformulieren, was in diesem Fall an der fehlenden Vershr�ankung der Fixpunke liegt.'1 = �X:(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iXNun soll, wie bereits zu Beginn des Abshnittes angek�undigt, gezeigt werden: '1impliziert '2.Man beginnt also ein Tableau zu generieren, dessen Wurzel mit der zu zeigendenImplikation beshriftet ist. Die ersten vier Shritte behandeln die �au�eren Fixpunk-te, f�ur die die Konstanten R und T eingef�uht werden. Deren Deklaration wird inD1 und D2 festgehalten, das hei�t D1 = ((R = �X:(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iX)) undD2 = D1 � (T = �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY ) Danah werden die Konstanten gem�a�



4.6. BEISPIELE 55ihrer Deklaration wieder expandiert. Die ersten Ableitungshritte lauten somit:�X:(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iX `� �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )R `D1 �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )R `D2 TR `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iR `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )Das _ auf der linken Seite bewirkt nun eine Aufspaltung in zwei Unterziele,von denen nur das erste, n�amlih �Y:' ^ h�iY `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) weiter-verfolgt werden soll. Durh passende Anwendung der Regeln f�ur die Behandlung derFixpunkte sowie f�ur das ^ auf der linken Seite und abshlie�ender Abshw�ahungder linken Seite bekommt man:(�Y:' ^ h�iY ) `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )S1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )' ^ h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )' ; h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )In D3 wurde die Konstante S1 f�ur die Eigenshaft \Es gibt einen unendlihen Pfad,bei dem immer ' gilt" eingef�uhrt. Nun steht man zum ersten Mal im Verlaufe desBeweises vor einem wirklihen Shritt in dem Sinne, da� niht nur aus Buhhal-tungsgr�unden Konstanten eingef�uhrt, Fixpunkte abgewikelt werden oder das Zielentsprehend logisher Konnektive in Unterziele aufgespalten wird. Damit setzt sihdie Ableitung wie folgt fort:h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )S1 `D3 �Y:(' ^ T ) _ h�iYS1 `D4 U1S1 `D4 (' ^ T ) _ h�iU1S1 `D4 (' ^ T ) ; h�iU1Bis jetzt funktionierte die Ableitung relativ geradlinig. Die einzige Wahlm�oglihkeitbestand darin, die Konstanteneinf�uhrungen und -abwiklungen in anderer Reihen-folge vorzunehmen. Von Zeit zu Zeit shadet es jedoh nihts, sih auh Gedankendar�uber zu mahen, was man eigentlih zu beweisen versuht. Beim augenblikli-hen Stand der Dinge versuht man gerade aus \Es gibt einen unendlihen Pfad,bei dem immer ' gilt" , n�amlih aus S1, zu folgern, da� mindestens eine der beidenfolgenden Eigenshaften zutri�t: \Im Augenblik gilt ' und es gibt einen Pfad, beidem ' unendlih oft gilt", n�amlih ' ^ T , oder \Es gibt einen Nahfolger, von demaus es einen Pfad gibt, bei dem irgendwann ' gilt und von dort aus unendlih oft'". Beides sind nat�urlih nur Umformulierungen von '2 und S1 impliziert jede da-von. Erstere sheint jedoh naheriegender zu sein, da S1 auf der linken Seite bereits



56 KAPITEL 4. BEWEISSYSTEM F�UR �HMLimpliziert, da� T shon jetzt gilt und niht erst irgendwann. Also werfen wir h�iU1mit Hilfe der Abshw�ahregel (weak2) fort. W�urde man stattdessen ' ^ T loswerden,funktionierte der Beweis ebenfalls, es w�urde nur l�anger dauern.S1 `D4 (' ^ T ) ; h�iU1S1 `D4 ' ^ T' ^ h�iS1 `D4 ' ^ T' ; h�iS1 `D4 ' ^ TWiederum spaltet sih der Beweis auf: Der eine Zweig ' ; h�iS1 `D4 ' endet sofort,und zwar, gem�a� den Kriterien aus Abbildung 4.3 beziehungsweise Abbildung 4.6erfolgreih. Der zweite Zweig ben�otigt noh einen Ableitungsshritt, die Expansi-on von T, bis eine Sequenz ' ; h�iS1 `D4 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) auftauht, diees bereits einmal weiter oben gab. An dieser Stelle wird nah den Kriterien deseÆzienteren Systems nah Abbildung 4.5 abgebrohen.' ; h�iS1 `D4 T' ; h�iS1 `D4 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )In diesem Blatt ist auf der rehte Seite die Konstante T enthalten, die f�ur einengr�o�ten Fixpunkt steht. Dar�uberhinaus wurde diese Konstante zwishen den erst-maligen Aufteten der Sequenz und diesem Blatt einmal expandiert, n�amlih unmit-telbar vor dem Blatt. Damit ist das Blatt nah De�nition 4.6 erfolgreih. Wollteman auh im alten System ein erfolgreihes Tableau erreihen, m�u�te man die Ab-leitung noh um einige Shritte fortsetzen, bis T dann zum zweiten mal auf derrehten Seite blank auftauht.In Abbildung 4.7 ist der gesamte Beweis mit den noh fehlenden Zweigen darge-stellt. Dabei verzihten wir auf die explixite Angabe der Deklarationslisten Di. Anden jeweiligen Stellen ergeben sih diese durh die Hinzuf�ugung der Deklaration derentsprehenden neuen Konstanten.
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�X:(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iX `� �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )R `D1 �X:h�i(�Y:(' ^X) _ h�iY )R `D2 TR `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )(�Y:' ^ h�iY ) _ h�iR `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )(�Y:' ^ h�iY ) `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) h�iR `D2 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )S1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) R `D2 �Y:(' ^ T ) _ h�iY' ^ h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) R `D5 U2' ; h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) R `D5 (' ^ T ) _ h�iU2h�iS1 `D3 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) R `D5 (' ^ T ) ; h�iU2S1 `D3 �Y:(' ^ T ) _ h�iY R `D5 h�iU2S1 `D4 U1 (�Y:' ^ h�iY ) _ h�iR `D5 h�iU2S1 `D4 (' ^ T ) _ h�iU1 �Y:' ^ h�iY `D5 h�iU2 h�iR `D5 h�iU2S1 `D4 (' ^ T ) ; h�iU1 S2 `D5 h�iU2 R `D5 U2S1 `D4 ' ^ T ' ^ h�iS2 `D5 h�iU2' ^ h�iS1 `D4 ' ^ T ' ; h�iS2 `D5 h�iU2' ; h�iS1 `D4 ' ^ T h�iS2 `D5 h�iU2' ; h�iS1 `D4 ' ' ; h�iS1 `D4 T S2 `D5 U2' ; h�iS1 `D4 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY ) S2 `D5 (' ^ T ) _ h�iU2S2 `D5 (' ^ T ) ; h�iU2S2 `D5 ' ^ T' ^ h�iS2 `D5 ' ^ T' ; h�iS2 `D5 ' ^ T' ; h�iS2 `D5 ' ' ; h�iS2 `D5 Th�iS2 `D5 Th�iS2 `D5 h�i(�Y:(' ^ T ) _ h�iY )S2 `D5 �Y:(' ^ T ) _ h�iYS2 `D6 U3S2 `D6 (' ^ T ) _ h�iU3S2 `D6 (' ^ T ) ; h�iU3S2 `D6 ' ^ TAbbildung 4.7: Beispielableitung
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Kapitel 5AusblikIn den vorangehenden Kapiteln haben wir ein korrektes Beweissystem f�ur Hennessy-Milner-Logik mit Rekursion vorgestellt, mit dem man Verfeinerungsshritte beimProgrammentwurf in dieser Logik auf ihre Korrektheit �uberpr�ufen kann.F�ur die Zukunft haben wir Erweiterungspl�ane f�ur diese Arbeit, die in zwei Rih-tungen gehen, einerseits der Ausbau der theoretishen Grundlagen und zum anderenErweiterungen, die die Benutzbarkeit des Systems verbessern.Was die theoretishen Grundlagen betri�t, steht der Vollst�andigkeitsbeweis desSystems im Vordergrund, an dem wir zur Zeit bereits arbeiten.Ein anderer wihtiger Erweiterungspunkt, um insbesondere die notwendigen Be-weise bei der Veri�kation eines Programms kurz und �ubersihtlih zu halten, betri�tdas Vorgehen bei der Konstruktion und somit auh bei der Veri�kation von Verfeine-rungsshritten. Um den Programmentwurf �ubershaubar zu mahen, mu� man nihtnur shrittweise, sonder auh modular vorgehen. Dies bedeutet, da� die Programm-entwiklung niht so linear vorgenommen wird wie von uns vorgestellt, sondern da�es die M�oglihkeit gibt, eine Spezi�kation in mehrere unabh�angige Teilspezi�katio-nen aufzuspalten. Zum Beispiel k�onnte man sih im Laufe der Programmentwik-lung entsheiden, das gew�unshte Verhalten durh zwei parallelgeshaltete Prozessezu implementieren. Daf�ur w�urde man die Spezi�kation in zwei Teilspezi�kationenaufspalten und durh einen Paralleloperator miteinander verkn�upfen. In dieser Vor-gehensweise benutzt man also die Parallelshaltung als Modularisierungsoperatorf�ur Spezi�kationen. Andere aus der Proze�theorie bekannte Operatoren kann manin gleiher Weise verwenden. Um ein solhes Vorgehen bei der Verfeinerung der Veri-�kation zug�anglih zu mahen, mu� man nun auh die Modularisierungs-Operatorenmit in das Beweissystem aufnehmen, da man jetzt niht mehr SP 0 j= SP , sondernSP 01 op SP 02 j= SP zeigen mu�. Das Ziel besteht also darin, f�ur einen geeigne-ten Satz von Modularisierungsoperatoren ein kompositionelles Beweissystem zu ent-wikeln. Logishe �Aquivalente zu den bekannten Modularisierungs-Operatoren zu�nden, ist eine ebenso shwierige wie lohnende Arbeit. Insbesondere ist zu unter-59



60 KAPITEL 5. AUSBLICKsuhen, inwieweit kompositionelle Ans�atze, die es im Bereih des Model-Cheking[LX90℄ [Sti85℄ [Win90℄ bereits gibt, �ubertragbar sind. Weiterhin w�are es interessantzu untersuhen, wo genau �HML bez�uglih der Ausdruksst�arke in der Hierahie vonmodalen und temporalen Logiken [Sti92℄ steht. Ausdruksshw�ahere Logiken, wiez.B. CTL� [EH86℄, lie�en sih dann mit Hilfe von Makrode�nitionen wie in Beispiel2.28 in �HML odieren. Das entwikelte Beweissystem k�onnte man dann auh f�urdie semantishe Implikation in diesen Logiken benutzen, indem man die zu pr�ufendeImplikation gem�a� der Makrode�nitionen in eine �HML Implikation �ubersezt.Eine andere Erweiterungsm�oglihkeit w�are, zu den vorhandenen Operatorenvon �HML weitere Modalit�aten wie z.B. relativierte Next- oder Vergangenheits-Operatoren hinzuzunehmen, um in dieser modi�zierten Logik dann auh linear-timebzw. past-time Logiken kodieren zu k�onnen. Ein Beweissystem f�ur diese neue Lo-gik erh�alt man aus dem alten System, indem man Regeln f�ur die neuen Modalit�atenhinzuf�ugt. Somit bek�ame man ein Beweissystem f�ur weitere interessante Programm-logiken.Da die Beweise shnell lang und un�ubersihtlih werden, wie man in Abbildung4.7 sieht, ist eine Rehner-Unterst�utzung bei der Erstellung der Beweise w�unshens-wert. In unserer Arbeitsgruppe wird bereits �uber eine prototypishe Implemen-tierung im Beweispr�ufer LEGO [LPT89℄ nahgedaht und erste Versuhe in dieseRihtung unternommen. LEGO ist eine auf Typentheorie basierende interaktiveUmgebung f�ur mashinenunterst�utztes Beweisen.
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